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Estimacdo e verificacdo de parametros reais e inteiros sobre modelo de observacgdo linear

I. Resumo

O presente trabalho tem como objectivos o estudo da estimacdo de pardmetros e
respectiva verificacdo partindo de modelo linear de observacgéo, que engloba parametros
inteiros e reais. A estimacdo de parametros inteiros pode ser encarada como detec¢édo, na
medida em que se pode obter o valor exacto do parametro, isto €, sem aproximacao.

Sobre 0 modelo de observagdo procura-se mostrar como 0 problema tedrico da
estimacdo por maxima verosimilhanca (maximum-likelihood) que € classificado como
NP-hard, pode ser resolvido de forma eficiente do ponto de vista computacional.

A verificacdo da estimativa dos parametros também se apresenta como um problema
bastante dificil de resolver de forma eficiente em termos computacionais. Torna-se por
isso necessario analisar o problema da verificacdo e desenvolver técnicas que permitam
efectuar essa verificagdo em tempo polinomial (Gtil). Mostra-se como as medidas
utilizadas para verificagdo sdo semelhantes ao processo da quantizagdo vectorial, e
explora-se a analise de func¢des densidade de probabilidade sobre células de Voronoi.

Apresentam-se 0s conceitos da teoria classica da estimacdo de parametros e
efectua-se o respectivo enquadramento com o problema em estudo, através da utilizacdo
dos critérios de estimagdo  maximum-likelihood (ML) e maximum & posteriori
probability (MAP).

Este problema de estimagdo (com parametros inteiros) tem aplicacdo préatica, entre
outras, no sistema GPS (Global Positioning System), quando se assume que 0 emissor e
receptor estdo em fase e se pretende estimar o nimero (inteiro) de ciclos da portadora

entre ambos.
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1. Descricéo geral do problema

Nesta seccdo apresenta-se 0 modelo de observacdo e identificam-se os parametros
desconhecidos (a estimar), a sua natureza em termos de formato dos dados (inteiros e
reais)’ e respectiva dimensionalidade. Em seguida caracterizam-se 0s problemas de
estimacao e verificacdo assentes sobre o modelo apresentado, apés feito o enquadramento
com a teoria classica da estimacgdo de parametros. Em seguida referem-se caracteristicas e
variantes do problema.

1.1 Modelo de observacéao

As observacdes sdo efectuadas na presenca de ruido aditivo branco com distribuicéo
de Gauss (AWGN?) de acordo com o modelo linear descrito pela expressao (1).

y=Ax+Bz+v @
com:
y e RV, vector observagio (real)
x € NP, vector de parametros (real)

z € Z9,vector de parametros (inteiro)
veR", vector comamostrasde ruido (real).

Por sua vez A e B sdo matrizes reais conhecidas e bem condicionadas (full column
rank) com as seguintes dimensdes:

Aecn e
B e %o

O ruido é modelado por uma variavel aleatéria com distribuicdo de Gauss, com média
nula e variancia unitaria, representado por v (vector de dimensdo N), constituido por
concretizacBes dessa variavel aleatoria. Analisando a expresséo (1) que traduz o modelo
linear de observacdo, constata-se que na auséncia de ruido (v=0) o vector observacédo y
resulta da combinacgéo linear dos vectores de parametros a estimar. Perante este modelo,
0 problema global da estimacao e verificacdo pode ser enunciado da seguinte forma:

“Tem-se conhecimento a priori das matrizes A e B. Dada a observacdo y, na
presenca de ruido v, o objectivo é estimar os vectores x (real) e z (inteiro), verificando
em seguida a qualidade dessa estimativa. “

! Ao longo do texto entende-se como real qualquer elemento pertencente ao conjunto dos niimeros reais ‘R.
2 Aditive White Gaussian Noise.
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1.2 Componentes do problema

Identificado o modelo de observacdo e as caracteristicas dos dados envolvidos
torna-se necessario formular as duas componentes essenciais do problema:
e aforma como é efectuada a estimacéo;
e averificacdo dessa estimacao.

1.2.1 Estimacéao

Existem vérios critérios para efectuar a estimacdo de pardmetros [1]. A diferenga
entre estes critérios consiste fundamentalmente na escolha da regra de estimagdo. A
figura 1 mostra um modelo possivel para a estimagdo de pardmetros, onde se pode
verificar que o estimador é um sistema que tem como entrada a observacao, efectuada na
presenca de ruido, e produz na saida o valor estimado, segundo uma regra de estimacao
que por sua vez se baseia numa funcéo de custo.

\'
a r Sistema a
U > Estimador —
F a d tO: ," A

r=aty uncéo de custo: c(a,a) a \(alor
a, valor transmitido estimado
v, ruido
r, valor observado

Figura 1 — Modelacédo do processo de estimacdo de parametros.

O problema consiste em determinar o valor de a, dada a observacéo r. De forma
genérica, 0 erro existente entre o valor estimado e o valor produzido define-se como o
valor absoluto da diferenca entre o valor estimado e o valor efectivamente transmitido:

e=|la-a|

O valor estimado & é aquele que minimiza a funcdo de custo c(a,a), intrinseca ao
estimador. Esta funcdo pode ser analisada de forma complementar, isto é, pode ser
analisada como funcdo a maximizar, sendo neste caso chamada de fung¢éo de adequacéo.
Em qualquer dos casos tem-se uma regra de estimacéo.

Tanto a geracdo de valores por determinada fonte, como a respectiva estimacao
pode ser modelada de forma probabilistica. A figura 2 mostra 0 modelo de estimacao
classico, tal como apresentado em [1], onde se pode encontrar quatro componentes
fundamentais:

e espaco de parametros;
e mapeamento probabilistico para o espago de observacéo;
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e espaco de observacdo;
e regra de estimagao.

p(rla)

Mapeamento Eset?r;igaeo a(r)
probabilistico baseada
para 0 espago : em p(alr)

de observacao

p(a)
Espaco de Espago de
parametros observacéo

n dimensional

Figura 2 — Modelo cléssico da estimagdo de parametros.

O espaco de parametros caracteriza-se por ser o conjunto dos simbolos (eventualmente
infinito) produzidos por determinada fonte. Neste problema concreto existem dois
espagos de parametros:

e arectareal (ou o conjunto ‘R), para 0 vector Xx;

e 0 conjunto dos inteiros relativos (Z) no caso do vector z.

O mapeamento probabilistico para o espaco de observacgdo, traduz-se por uma lei de
probabilidades que relaciona o parametro efectivamente transmitido com o observado.
Neste problema assume-se ruido do tipo branco aditivo gaussiano pelo que esta lei de
probabilidades leva em linha de conta a distribuicdo de Gauss, tal como explicitado pela
expressao (1), no parametro v.

O espago de observagdo tem n dimensfes. A observacdo é constituida por um ponto
neste espaco. No problema abordado, o vector observacdo y € constituido por N
elementos.

A regra de estimagéo consiste na relacdo directa estabelecida entre a observagdo e o
valor estimado. Dado que se tem a observacdo r, qual o valor do parametro a que
originou essa observagdo. De forma geral a regra de estimacéo tem por base a analise da
funcéo densidade de probabilidade a posteriori pajr(alr), que sendo uma probabilidade
condicionada pode ser relacionada com a probabilidade conjunta tal como se apresenta de
de seguida.
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A probabilidade conjunta pode ser escrita em funcdo de duas probabilidades
condicionadas diferentes.

pA,R (a’ r) = pAlR (a | r)- Pr (r)
Par (ar)= Pria (r | a)'pA(a)

Igualando as duas expressdes anteriores e resolvendo em ordem a expressao pretendida
obtém-se uma forma equivalente da mesma, dada pela expresséo (2).

pR(r)'pA|R (al r) = pA(a)'pR|A(r | a)

Pa(8)-Pralria)
Pr(r)

Par(@lr) = (2)

O critério de estimacdo MAP (Maximum & Posteriori Probability) consiste na
maximizacdo desta funcdo densidade de probabilidade. A funcdo de custo associada é
uniforme tendo um aspecto grafico semelhante ao mostrado na figura 3 a). Na figura 3 b)
mostra-se uma possivel funcéo densidade de probabilidade a posteriori par(a|r), notando
gue a mesma atinge o seu maximo no valor estimado.

c(err) p(alr)

0 err=a-a 0 a A

a) b)

Figura 3 —a) Funcdo de custo associada ao critério de estimacdo MAP.
b) Exemplo de fdp* & posteriori exibindo um méximo e sua relacdo com o valor do
parametro estimado.

A funcéo densidade de probabilidade & posteriori pagr(alr), pode ser maximizada através
do célculo dos zeros da primeira derivada em ordem ao parametro a. A expressdo do
critério MAP pode ser obtida a partir da expressdo (2) tomando logaritmos sobre ambos
0s termos e desenvolvendo de seguida.

! Funcéo densidade de probabilidade
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pan(alr) = Pa(@)-Pralria) @)
P (1)

(=) In(pyr (@l r)) =1n(p, (@) +In(pg,(r|a)) - In(pg (1) (=)

Dado que o termo In( pr(r)) ndo é funcdo do parametro a, pode ser ignorado no célculo
do maximo. Tomando 1(a) = In( par(alr) ) a expresséo anterior pode ser escrita na forma:

(=) 1(a) = In(p,(a)) + In(pg s (r | ))

O primeiro termo descreve o conhecimento a priori e o segundo define a dependéncia
probabilistica que o parametro a induz na observacdo r. Para encontrar 0 maximo
deriva-se a expressdo anterior e obtém-se a expresséo (3) definida como equagdo MAP
em [1].

aa)
oa

_oln(p, (@)
oa

In(pga(ria))
+ _—

oa =0 @

a=a(r) a=a(r) a=a(r)

Se assumirmos que ndo existe nenhum conhecimento a priori sobre a distribuicdo de
probabilidades do parametro a estimar, a expressao reduz-se a apenas um termo.

a@)
oa

_ In(pg (r[2))

oa =0 @)

a=a(r)

a=a(r)

A expressdo (4) define o critério de maxima verosimilhanga (maximum-likelihood)
abreviado por ML, constituindo um caso particular da estimacdo MAP.

1.2.1.1 Critério utilizado

No presente trabalho recorre-se ao critério ML dado que ndo se assume nenhum
conhecimento a priori sobre a distribuicdo de probabilidades dos parametros a estimar.
Dado que existem dois pardmetros a estimar, o critério ML para este problema é descrito
analiticamente pela expressao (5).

(XML’ZML) = argmax PY|X,Z (Y% 2) ®)
com(x,z) e RP°. Z°

A estimacdo traduz-se pela maximizacao da probabilidade condicionada de observacao (a
posteriori), ou seja, obter o par de vectores (x,z) que maximiza essa probabilidade
condicionada, para uma observacédo y. Note-se pela expresséo (5) que a maximizagdo da
funcéo ndo implica forcosamente o célculo da sua derivada.
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1.2.2 Verificagéo da estimacao

A estimacéo do par de vectores (x,z), segundo o critério anterior, é feita de acordo
com uma regra de verificacdo. Desta forma define-se o critério de verificagdo tendo em
conta que o vector z é constituido por inteiros e o vector x contém reais. No caso do
vector z, a estimacdo é exacta de forma que se passa a ter a deteccdo do seu valor.
Analiticamente a probabilidade de estimar o valor correcto de z ¢ dada pela expressao (6).

P, =Prob(z,, =12) (6)

Para o vector x, constituido por reais, tem-se estimagdo adequada quando a norma
Euclideana do erro entre o valor produzido e o valor estimado se situa abaixo do valor de
erro pré-definido & , 0 que se resulta na expresséo (7).

Probdx —x,, [ <e_ (7)

Note-se que esta expressdao € uma forma de minimizacdo de erro quadratico,
porque a norma é uma medida quadratica. Dado que se estima o par (x,z), a estimagédo
apenas € adequada quando as duas ultimas probabilidades tomam valores elevados
(préximos de 1), de forma que se torna necessario conjugar as duas expressdes numa

Unica que traduza a qualidade da estimativa de ambos os parametros.

~

Probfx—x,, [ <&, zy =7_ (8)

A expressdo (8) representa a probabilidade conjunta de estimacdo correcta e pode
ser escrita na forma de probabilidade condicionada.

~

Probfx—x,, [ <&, zy =2 =

—

Probx—x, | <&| 2y =2 .Prob&, =z_ (9)

As expressdes (6) e (9) constituem as medidas essenciais da qualidade da
estimacéo, que serdo usadas adiante. Verifica-se que o0 valor de x e Xy Sd0 aproximados
apenas quando se tem z = zy, 0 que intuitivamente constitui um critério aceitavel, na
medida em que 0s pardmetros reais sO serdo estimados correctamente quando 0s
parametros inteiros também o forem. Nas seccdes 2.1 e 2.2 mostram-se as expressfes que
confirmam esta afirmacao.

1.3 Caracteristicas do problema
O modelo de observacdo pode ser simplificado de tal forma que ajuda a mostrar a

natureza dos dois tipos de estimagdo aqui envolvidos e a sua relagdo com outros
problemas de estimagdo conhecidos. Analisando a expressdo (1) do modelo de
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observagdo, e supondo que ndo existem parametros inteiros (B=0), obtém-se outro
modelo linear simplificado dado pela expresséao (10).

y=AX+V 20)

Sendo a matriz A conhecida e v 0 vector que modeliza o ruido, ficamos reduzidos a
um problema classico de estimacdo de x, que € resolvido através da minimizagdo de erro
quadratico || y-x ||* (least-squares problem). Para o critério ML o vector estimado Xy é
dado pela matriz pseudo-inversa [3] de A tal como indicado pela expressao (11).

Xm = @ A:_l Ay a1

Repare-se que nesta situacdo a minimizacdo € feita apenas em ordem a X, apos ter
observado y. No problema global, considerando o modelo de observagdo dado pela
expressdo (1) é necessario efectuar conjuntamente duas minimizacGes, partindo de uma
observacao.

min||y—x||2

min|y - z||2 (12)

Sendo z vector de inteiros, a minimizacdo da segunda parcela da expressdo (12)
apresenta-se como a componente mais dificil de resolver (minimizacao de erro quadratico
com parametros inteiros). Recordando a andlise feita sobre a expressdo (9) onde se
verifica que o valor de x e xu_ S0 aproximados apenas quando se tem z = zy_ conclui-se
entdo que a estimacdo correcta de z é essencial. Torna-se pertinente desenvolver
mecanismos de analise e formulacdo de tal forma que o problema global da estimacéao e
verificacéo se possa efectuar da seguinte forma:

1. estimacéo correcta (com verificacdo) de z;
2. estimar x, em funcdo da estimac&o correcta de z.

Na préxima seccdo apresenta-se a analise do problema que permite abrir caminho para
atingir os objectivos enunciados acima, no que respeita ao problema da estimacao. Mais

adiante formula-se o problema da verificagdo e respectiva resolucdo. Mostra-se de
seguida como a estimacdo e verificacdo se relacionam.

2. Formulacéo do problema da estimacao

2.1 Analise do critério de maxima verosimilhanca - ML

Conjugando o modelo de observacdo dado pela expressdo (1) e o critério ML dado
pela expressdo (2) é possivel reescrever esse critério aplicado ao problema em estudo.
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Considerando que v € um vector com concretiza¢gdes de uma varidvel aleatoria gaussiana
com média nula e variancia unitaria, entdo pela expressao (1) o vector observagédo y (com
dimensdo N) segue uma distribuicdo de probabilidades gaussiana multivariavel com
média E[y] = Ax + Bz e variancia unitaria, dada pela expressao (13).

7Hy—(Ax+ BZ)H2

7Hy—Ax—BzH2
e - 1>N e 2 13)

Pixz (Y% 2)=

Atendendo a expressao (2) a estimacdo do par (Xwmi, ZmL) consiste na maximizagao
desta fungé@o densidade de probabilidade condicionada. Maximizar uma funcgéo de gauss
consiste em minimizar o respectivo expoente, de forma a tender para o ponto médio onde
a funcdo exibe o seu Unico mé&ximo, ndo sendo por iSSO Necessario recorrer a sua
derivada.

(XML’ZML) = argmax PY|X,Z (YIx2) (=
(XML,ZML):argmin||y—Ax—Bz||2 (14)

Note-se que a desejada minimizagdo conjunta de x e z, para uma observacao Y,
indicada em (12), aparece naturalmente em (14). Apds manipulacdo algébrica [2], o
argumento a minimizar da expressdo (14) pode ser escrito na forma da soma de trés
termos, que dependem de parametros diferentes, tal como se mostra de seguida.

(Xp» Zy ) = argmin(f (x, X,) + 9(z, 2) + k) a5)

f(x,X,), representao primeiro termo que depende apenas do valor de x
e da sua estimativa apos ter estimado z;

d(z, 2), representao segundo termo que depende apenas do valor de z

e da sua estimativa;

k, € uma constante que depende apenas de A, Bey;

Dado que k é constante ndo influencia o célculo do minimo do par (Xm., Zm.). Desta
forma, torna-se necessario analisar os dois primeiros termos da expressao (15) que séo
variaveis e independentes entre si. Estes termos algo complexos, sdo apresentados nas
expressdes (16A) e (16B).

f(x,%,)= €-%, JE" €-%, (16A)
9z2)=€-2_V"€-2_ (16B)
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Com expressoes auxiliares:

E=(ATA)™

¥ =(B"(I-AEA)B)™
%, =ZA"(y-Bz)
7=wB' (- AZAT y

Este resultado € fundamental e permite tirar duas conclusdes essenciais:

e 0 primeiro termo f (X, X,) € sempre positivo ou nulo minimizando quando x = X, ;
e 0 segundo termo g(z,Z) ndo depende de X, logo o seu minimo pode ser
encontrado apenas em ordem a z.

A partir destas duas conclusdes € possivel escrever expressdes individuais de maxima
verosimilhanca para ambos os parametros, onde se verifica a ordem pela qual devem ser
estimados e como a estimacéo de z afecta a estimacgdo de x. Outro aspecto importante que
importa referir € que o problema central esta na estimacdo adequada de z, porque a
estimacdo de x é obtida em sua consequéncia.

2.2 Expressoes individuais de maxima verosimilhanca

Foram encontradas as expressdes para a estimagdo dos dois parametros, que podem
ser escritas na forma apresentada pelas expressoes (17A) e (17B).

z,, =argmin €—-2"W'€-2_ zeZ% 2¢2° 17A)
X = RZML =EA" (y-Bz,) (17B)

Analisando a expressao (17A), verifica-se que a estimacdo Zy_ é dada pela solugdo de
um problema de minimizacao de erro quadratico envolvendo variaveis do tipo inteiro. Na
estimagdo acontece que o vector estimado ; ndo e constituido s6 por valores inteiros, tal

como evidenciado na expressdo (17A). A primeira aproximacdo para a obtencdo de um
vector s6 com valores do tipo inteiro, poderia passar pelo arredondamento de cada
componente para o inteiro mais proximo, mas constata-se na pratica que tal procedimento
introduz erros elevados na estimacdo de z e consequentemente na estimacgéo de x [2]. A
estimacdo Zy nesta situacdo é classificada como um problema NP-hard [4], pelo que é
necessario ser analisada de forma mais profunda para encontrar o processo de estimacao
adequado que possa ser realizada em tempo polinomial.
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2.3 Analise dos parametros a estimar

Dada a necessidade de encontrar um processo de estimacdo de parametros inteiros
que seja atractivo do ponto de vista computacional, efectua-se a analise da distribuicéo de
probabilidades dos pardmetros a estimar, dada a presenca do ruido AWGN caracterizado
anteriormente. Esta andlise é feita tendo em conta que ndo se assume nenhum
conhecimento a priori sobre a distribui¢do de probabilidade dos pardmetros x e z.

Em termos do modelo da estimacdo classica, analisam-se aqui 0 espaco de parametros e o
mapeamento probabilistico para o espaco de observacao, concluindo com a aproximacao
a regra de estimacao.

2.3.1 Mapeamento probabilistico

Através das duas Ultimas expressdes auxiliares em (16A) e (16B) podemos
determinar tal como em [2]:

Z,X, sdo combinagdes linearesda variavel aleatoriay.
cov(Z)=¥ ;covX,)=E

Dado que y é uma varidvel aleatéria gaussiana, qualquer combinacdo linear efectuada
sobre a mesma é ainda uma varidvel aleatéria gaussiana. E possivel modelizar os
pardmetros a estimar como variveis aleatorias da seguinte forma:

2 é uma variawel aleatoriagaussiana commeédia z e variancia \;
X, e uma variavel aleatériagaussiana commédia X e variancia =.

Verifica-se para qualquer um destes parametros que o desvio entre o valor estimado e o
valor efectivamente transmitido depende apenas de uma variancia. Esta constatacdo leva
a que o valor estimado Z possa ser escrito em funcdo do valor efectivamente transmitido
tendo em conta essa variancia, tal como se constata pelo modelo da figura 1.

2=z+uU 28)
emque u € uma varidwel aleatériagaussiana commeédia nula e variancia

A expressdo (18) ilustra bem que os valores estimados para z, muito provavelmente nao
sdo inteiros, dado que as concretiza¢fes u; tomam valores reais. A incerteza associada a
estimacdo de z é resolvida estimando o valor da varidvel aleatéria u. Dado que z
(parametro efectivamente transmitido) tem apenas valores inteiros, torna-se bastante
importante que w tenha variancia unitaria. A mesma expressao pode ser escrita de forma
equivalente modificando a variavel aleatéria u para uma outra com variancia unitaria. A
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forma de o conseguir (descorrelacionando as amostras) consiste em multiplicar ambos 0s
termos da expressdo (18) pela whitening matrix de u (descrita no anexo A), definida por:

1

G=Y ?
Multiplicando ambos os termos de (18) por G, obtemos a expressao (19).
Gi=Gz+Gu (=) y=Gz+w(=)w=y -Gz 19)

w, vector comconcretizagbesde uma va gaussiana de média nula e variancia unitaria.
y = G2, por definicéo.

Tendo em conta a expressdo (19) onde se apresenta nova variavel aleatdéria w com
variancia unitaria, verifica-se que a estimagdo zy_ pode ser escrita na forma de
minimizacéo de erro quadratico entre y e Gz.

Z,, =argmin|Gz - Gz|’ (20A)
Z,, =argmin ||')7—Gz||2 (20B)
2, = argmin |’ (20C)

A ultima forma de escrita, expressdo (20C), indica que a estimacdo exacta (detec¢do)
Zyv=z acontece quando w = [0 O .... 0], ou seja, quando todas as concretizacdes da
variavel aleatdria gaussiana tomam o valor central. Por outras palavras, esta situagdo é
um caso particular que corresponde a auséncia de ruido, conduzindo a um resultado
intuitivamente aceitavel. No entanto a expresséo (20B) constitui a forma mais importante
uma vez que representa a minimizacdo da distancia Euclideana entre y e Gz, num
espaco com q dimensdes. Dado que z € um vector constituido por g inteiros, o produto Gz
define uma regido em RY. Desta forma tira-se a conclusdo fundamental:

“A estimagdo Zy_consiste em obter a regido Gz mais préxima do vector y num espago
g-dimensional ”’

Verifica-se que o vector y encontra-se afastado de Gz consoante o valor de w. Para
valores pequenos de w significa que y estd mais proximo de Gz do que de qualquer outro
ponto, 0 que se traduz numa estimativa correcta. A matriz G é denominada por matriz
geradora da regido.

A sec¢do seguinte trata da interpretacdo geométrica e analitica das referidas regifes em
RY, e consequente utilizacdo para efectuar a estimagio Zy,.
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2.3.2 Células de Voronoi

Dado que z € um vector de inteiros, as regides definidas pelo produto Gz séo
estruturas periddicas denominadas por células de Voronoi. A célula define-se como uma
regiao com um ponto central. Um ponto esta contido em determinada célula se a distancia
entre 0 mesmo e o ponto central dessa célula € menor do que todas as distancias aos
pontos centrais das restantes células. A figura 4 mostra a representacdo geomeétrica das
células de Voronoi, onde se mostra Vo como o ponto central da célula de origem.

Figura 4 — Estrutura geométrica das células de Voronoi.

Dada a estrutura periddica das células de Voronoi, verifica-se que o produto Gz
representa um deslocamento a partir da célula origem cujo centro é V,. Conjugando as
expressdes (6) e (20C) e recordando que w tem variancia unitaria, conclui-se que a
probabilidade Pc pode ser escrita em funcdo das células de Voronoi, tal como mostra a
expressédo (21).

P, = Prob (z,,, =2)=Prob (weV,) (21)

A expressdo (21) indica que o célculo da probabilidade de estimacdo correcta Zy_ € dada
pela probabilidade do vector w (g-dimensional) pertencer ao interior da célula de
Voronoi. Este é um processo semelhante a quantizacdo vectorial, em que determinado
conjunto de pontos (vectores) é representado através de um ponto central, fungdo da sua
distancia em relacdo a esse ponto. Na seccdo seguinte mostra-se como se pode efectuar o
calculo de probabilidades sobre células de Voronoi.

3. Problema da verificacao

A estimacdo Zy adequada e consequente verificacdo Pc sdo 0s passos essenciais para
a resolucéo das restantes componentes do problema. Na sec¢édo anterior foi descrito que a
a medida de verificacdo é dada pela probabilidade do vector w (g-dimensional) pertencer
ao interior da célula de Voronoi na origem designada por Vp, 0 que significa integrar a
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funcdo densidade de probabilidade de w ao longo da célula. Do ponto de vista
computacional, este problema € de dificil tratamento dada a forma geomeétrica das
células, apresentada na figura 4. Mais uma vez torna-se necessario encontrar mecanismos
que tornem este problema atractivo computacionalmente.

3.1 Limites inferior e superior de Pc

Dado que o valor exacto de Pc é bastante dificil de obter computacionalmente [2],
surge a ideia de o calcular por enquadramento, ou seja, calculando os seus limites inferior
e superior. Se existir garantia que ambos o0s limites tendem para o valor 1, entdo Pc esta
bastante proximo de 1, o que significa estimacdo correcta.

O limite inferior Pcow, pode ser obtido de forma intuitiva através de uma hiper-esfera
centrada na célula de origem com raio d/2, totalmente contida na célula, tal como
ilustrado pela figura 5. Constata-se facilmente que qualquer ponto que pertencer a
hiper-esfera pertence obrigatoriamente a celula de Voronoi. Como a hiper-esfera nédo
ocupa toda a célula, a probabilidade de um valor estar contido no seu interior constitui
um limite inferior para Pc.

Figura 5 — llustracdo da obtencéo do limite inferior de Pc.

Embora o raio da hiper-esfera seja intuitivo de obter como limite inferior, persiste a
dificuldade de determinar o valor de d. Analisando a figura, conclui-se que a hiper-esfera
desenhada é a maior hiper-esfera totalmente contida na célula. Verifica-se ainda que o
valor d/2 é a distancia entre a origem e 0s pontos vizinhos mais proximos (contidos em
células vizinhas). A probabilidade de w estar contido nesta hiper-esfera ¢ dada pela
expresséo (22).

PCw = Prob[” Wl < %) (22)

w tem média nula e variancia unitéaria.
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Dado que a norma do vector w consiste no somatdrio do quadrado das suas
componentes, que tém distribuicdo normal com variancia unitaria, conclui-se que nestas
condicdes ||w||* tem distribuicdo de probabilidades %°. Se a distribuicio de probabilidades
é conhecida, entdo pode ser representada pela sua funcdo cumulativa, designada por
F,2(.;q), onde se evidencia os g graus de liberdade. Entdo a expresséo (22) escrita em
termos de funcdo cumulativa, toma a forma da expressao (23).

o( 0%
S .

Resta entdo verificar como se pode calcular o valor de d. Este é outro problema dificil
de resolver computacionalmente, sendo classificado como NP-hard. No entanto o célculo
do limite inferior de d, pode ser resolvido de forma computacionalmente eficiente pelo
processo de ortogonalizacdo de Gram-Schmidt. Para tal efectua-se a ortogonalizacdo das
colunas da matriz G, obtendo nova matriz G*.

G=}:0,.50, |
Apos o procedimento de Gram - Schmidt :

G*= [1*;92*;...;gq*] (29)

Apos a ortogonalizacdo, o limite inferior do valor de d é obtido pela menor das
normas dos vectores de base resultantes.

d =minfg, 4 Jo. o, S @)

Dado que se obtém um limite inferior de d estad-se a minorar o valor de Pcjy, Nunca
existindo o perigo de obter valores que fagam com que a hiper-esfera ultrapasse os limites
da célula de Voronoi.

O limite superior Pcy, pode ser calculado de varias formas, sendo uma delas baseada
no volume da célula de Voronoi. Dado que se tem uma distribuicdo normal
(g-dimensional) a regido que maximiza a probabilidade ¢é a hiper-esfera Euclideana [2].
Tal como analisado para o limite inferior, é possivel pensar agora numa hiper-esfera
Euclideana que ocupa toda a célula de Voronoi. Dado que a matriz G é geradora da
regido, o volume da célula de Voronoi é dado por |det(G)| [2]. A probabilidade calculada
sobre uma hiper-esfera com volume dado por |det(G)| é superior a Pc. O raio de uma
hiper-esfera Euclideana g-dimensional de volume |det(G)| é dado pela expressao (26).

a

q _ r?
¢="|det(G) |/, , com aq—(int(q/2))! (26)

Tendo estabelecido o valor do raio da hiper-esfera é possivel estabelecer a expressdo
(27) que define o limite superior Pcyp.
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Pc,, =Prob(|w| < /| det(G)|/e,) (27)

w tem média nula e variancia unitaria.

Como se pode verificar pela expressdo (27), o limite superior também consiste no
calculo de uma probabilidade onde o termo a esquerda é constituido pela norma de um
vector g-dimensional. Tal como no caso da expressdo do limite inferior, a expressdo (27)
pode ser escrita na forma da fungdo cumulativa dando origem a expresséo final do limite

superior de Pc.
2

Pc,, = Fz2((|det(G)|/e,)*;q)) (28)

Chega-se assim a conclusdao que o limite superior de Pc é bastante eficiente de
calcular computacionalmente. Basta calcular o valor do determinante de G, e em seguida
aplicar esse valor na tabela da distribuicdo cumulativa de y2. Resultados de simulagdes
[2] provam que este limite superior é realmente eficiente de calcular, atingindo valores
bastante adequados.

Nesta seccdo mostrou-se como € possivel efectuar de forma computacionalmente
eficiente o célculo dos limites inferior e superior de Pc o que se traduz na correcta e
eficiente verificacdo da estimacdo do parametro inteiro, ou de outra forma, a estimacgéo
adequada Zy. Apenas nestas condicdes é possivel efectuar a estimacéo e verificagdo dos
parametros reais.

3.2 Parametros reais

Apos a estimacdo e respectiva verificagdo dos parametros inteiros, tem-se como
dado adquirido a célula de Voronoi onde pesquisar pelo vector y, ou seja, a célula sobre a
qual se efectua a andlise para estimar o vector real x. Nesta altura, pela expressdo (17B)
tem-se a estimacdo Xm., confirmando que os parametros reais apenas sdo estimados
correctamente quando se assegura boa estimagdo para 0s parametros inteiros. A
estimacdo dos parametros inteiros é agora o problema fundamental a considerar na sec¢édo
seguinte.

4. Problema da estimacéao

4.1 Formulacéo a partir dos dados do problema da verificacdo

Foi apresentada anteriormente a forma eficiente de verificagdo da estimagdo do
parametro inteiro z. Falta referir como € que se processa a estimacao de z, 0 que constitui
0 sub-problema mais interessante do ponto de vista computacional, no problema global
apresentado. Basicamente, a estimacdo de z € um problema de minimizacdo de erro
quadratico considerando parametros inteiros, em que se pretende obter o resultado por
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méxima verosimilhanca. Recordando a expressdao (20B), onde esta implicita a
componente de verificacdo pela presenca de G, tem-se que:

2, =argmin|y -Gz’

O que se traduz pela minimizagéo da distancia Euclideana entre y e Gz, num espago com
g dimensdes. Graficamente, sobre a célula de Voronoi, podemos representar a estimacao
tal como ilustra a figura 6, onde fica bem patente que a mesma pode ser encarada como a
pesquisa do ponto central da célula que contéem y.

Figura 6 — Vector estimado y sobre a célula de Voronoi cujo centro é Gz.

Também foi referido que a estimagéo Zy pode ser escrita de outra forma, nomeadamente
a expressdo (17A) pode tomar outra forma em fungéo de G, apresentada na expresséo
(29).

Zy =argmin € -2 W '€-2_ zeZ% 2¢Z° (29)
com

2=Gly

¥Y=(G'G)*!

4.2 Algoritmo sub-6ptimo para a estimacédo Zy,

Identificadas as formas grafica e analitica do problema, resta entdo encontrar
algoritmos eficientes que consigam efectuar a estimacdo em tempo polinomial.
Consideram-se agora dois casos particulares e de seguida analisa-se a situacdo genérica.

e No caso particular da inexisténcia de ruido, analisando a expressdo (29),

verifica-se que se Z é constituido apenas por valores inteiros tem-se
imediatamente Zy =27 .
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e Outra situacdo particular verifica-se quando a matriz ¥ é diagonal. Nesta situacao
Zy pode ser estimado através do arredondamento de todos os elementos de z para
0 inteiro mais proximo. A diagonalizacdo de Y apenas existe quando G é uma
matriz ortogonal (colunas de G ortogonais entre si). No caso das colunas de G
serem “quase ortogonais’ entre si, tem-se que ¥ ¢ uma matriz “quase diagonal”.

Passa-se agora a apresentacdo do algoritmo sub-6ptimo para determinar o minimo de
||y -Gz||. Designa-se por sub-Optimo, dado que ndo garante que se obtenha o minimo
global da expressdo pretendida, embora na pratica seja uma situacdo que ocorre com
alguma frequéncia [2]. Existe interesse na analise deste tipo de algoritmo por duas razées:

e mesmo que ndo se consiga atingir o méaximo global, obtém-se uma boa
aproximacdo inicial a qual pode ser utilizada como ponto de partida por um
algoritmo de optimizacéo global (tal como descrito adiante);

e este tipo de algoritmo € eficiente e tem baixa complexidade computacional no
pior caso possivel.

A condicdo de optimalidade consiste em a distancia Euclideana entre o vector y e o0
centro da célula em causa ser igual ou inferior a d/2, ou seja, ser um ponto contido na
hiper-esfera de raio d/2, que tal como visto anteriormente define o limite inferior Pcjow.
Nesta situacdo Gz toma a designacéo de Gzg,p (SUb-optimo), tal como referido pela figura
6. A expressdo (30) traduz a condicao de optimalidade.

”y - stub” < g - Zsub = ZML (30)

O algoritmo deve entdo determinar Gz, a partir do qual se consegue extrair directamente
o valor de zyy. O algoritmo tem como parametros de entrada:

e G, matriz geradora da regido (whitening matrix de u em (18) );

e Yy, vector observado;

e d, dobro do raio da hiper-esfera totalmente contida na célula de Voronoi,
que pode ser calculado pela expressao (25).

Como parametro de saida tem-se o0 vector de inteiros z, que respeita a condi¢do enunciada
na expressao (30) se for o 6ptimo global, ou 0 que mais se aproxima se for apenas éptimo
local. A figura 7 descreve o algoritmo.
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Zun = Sub_Optimal_Z(G, Yy ,d )

1. [F,G4] = aplicacdo do algoritmo LLL (anexo B) sobre as colunas da matriz
G;

2. Zaw=F. Int(Gy™. 37), produto da matriz F pelo arredondamento de cada
elemento, para o proximo inteiro, do vector resultante de G,™. )7

3. Devolver Zyy,. (Se Zg, respeita a condicdo da expressdo (30), entdo é um
optimo global.)
Fim

Figura 7 — Algoritmo polinomial sub-6ptimo para a estimacgao zy,.

Sobre a descricdo acima importa descrever o algoritmo LLL [2], e os resultados que o
mesmo produz. Comecando por analisar os parametros de entrada e de saida do mesmo
constatamos que recebe como pardmetro de entrada a matriz geradora das regides
(células) G, e que produz duas outras matrizes F e G. Estas trés matrizes relacionam-se
da forma indicada na expresséo (31).

G, =GF (31)

A matriz G4 caracteriza-se por ser quase “quase ortogonal” e também ¢ geradora da
regido. As colunas de G4 (vectores de base da regido) caracterizam-se por ter norma
aproximadamente unitaria. A “quase ortogonalidade” da matriz G¢ conjuntamente com a
matriz unimodular® F permitem o arredondamento de cada componente de zg, para o
préximo valor inteiro. O algoritmo LLL [5] encontra-se descrito em pormenor no anexo
B. Note-se que existem outros algoritmos sub-6ptimos [6], para além de existirem
variantes do algoritmo aqui apresentado [2].

4.3 Algoritmo de optimizacao global

Partindo do raciocinio anterior utilizado para o algoritmo sub-6ptimo, é possivel
acrescentar mais funcionalidades de forma a obter optimizacdo global. A mais valia da
optimizacdo global consiste em garantir que o ponto encontrado é realmente 0 minimo
global e para tal tem que se adicionar uma constri¢do a estimacdo anterior. A constri¢do
consiste em verificar se existe algum ponto mais proximo de Gz, que tenha como
coordenadas valores inteiros, o que significa efectuar a pesquisa no interior de um
elipsdide centrado em Gzg, e encontrar (se existir) o ponto mais proximo com (q)
coordenadas todas com valor inteiro. Se existir um ponto nessas condi¢Ges entdo esse

! Uma matriz F é unimodular quando todos os seus elementos e da sua inversa F** s&o inteiros e verifica
ainda |det(F)| = 1.
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ponto é o 6ptimo, se ndo existir entdo acabamos de provar que nao existe nenhum ponto
com coordenadas com valor inteiro dentro do elipsoide e Gz, constitui a solugédo optima
procurada.

Supondo que foi encontrado um ponto sub-éptimo Zg, esse ponto define o raio r
(ponto 3 do algoritmo da figura 8) do elipsoide sobre o qual vamos pesquisar. Atendendo
a expressdo (29), analiticamente tem-se que o elipsoide a pesquisar é dado pela expresséo
(32).

C-2Tv'€¢-2 xr’ (32

O método de pesquisa de pontos no interior do elipsdide ndo é trivial, e merece um
tratamento mais rigoroso que ndo se enquadra no contexto do presente trabalho. O
tratamento adequado sobre esta questdo pode ser encontrado em [2].

Identificada a constricdo, o algoritmo de optimizacdo global deriva-se com relativa
facilidade a partir do anterior. E um algoritmo que converge em tempo polinomial.

Zyw = Optimal_Z( G, y,d )
1 Zy,=Sub_Optimal_Z(G, y,d )

2 Se Zgyy respeita a condicdo da expressdo (30), entdo
ZyuL = Zgyp , € um Gptimo global.
Parar.

3 Faga-se r= ||y - stub” e Z*=Zyp
Repetir indefinidamente:
a) Pesquisar um ponto inteiro no interior do elipséide ||y - GZ” <r.

Se nao for encontrado nenhum ponto nestas condi¢des, Zy,. = Z* , é
um optimo global. Parar.

b) Seja Z* o ponto inteiro encontrado no passo anterior.
Faga-se r = ||y -Gz *”

d
c) Ser< E entdo Zy = Z*. Parar.

Fim

Figura 8 — Algoritmo polinomial dptimo para a estimacao z,..

Note-se que o primeiro passo deste algoritmo consiste na aplicacdo do algoritmo
sub-6ptimo para encontrar um ponto de partida. E possivel que este ponto de partida ja
constitua o 6ptimo global e nesta situacéo ja ndo é necessario continuar a pesquisa. Caso
contrério efectua-se a referida pesquisa sobre o elipsoide, para encontrar o 6ptimo global
ou para provar que o mesmo ja foi encontrado. Nesta situacdo, o valor de r obtido no
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passo 3 do algoritmo é geralmente pequeno, o que conduz a uma redugdo no espago de
pesquisa sobre o elipsoide.

Ap0s a obtencdo de Zy pelo processo de optimizacdo global referido acima, para
efectuar a estimacdo Xy basta seguir a expressdo (17B). Recorde-se que a estimacéo
Zu pelo algoritmo de optimizagdo global leva em conta os critérios de verificacdo
(medida Pc) enunciados nas seccbes anteriores, garantido que o valor estimado €
correcto.

5. Extensdes ao problema inicial

5.1 Conhecimento a priori da distribuicéo de x

Até este ponto do texto ndo se assumiu nenhum conhecimento sobre a distribuicéo de
probabilidades dos parametros a estimar. Nesta seccdo analisam-se as alteracbes ao
processo de estimagdo no caso de se admitir algum conhecimento sobre a estatistica de x.

Neste cenério, a estimacdo MAP descrita pela expressdo (3), é uma alternativa a
estimacdo ML. Recordando o modelo de observacdo (1), e o critério ML (5) para o
problema em causa, tem-se a equacdo MAP correspondente dada pela expressao (33).

(XMap’ZMap) = argmax Py (x,z]y) (33
com (x,z) e RP. Z¢

A introducdo do conhecimento a priori tem como consequéncia a utilizacdo doutro
critério de estimacdo. Verifica-se que a aplicacdo do critério MAP permite que o
problema seja abordado da mesma forma usada no critério ML, conduzindo a alteracdo de
algumas expressfes, mantendo o raciocinio idéntico.

5.2 Dados recebidos de forma sequencial (stream-data)

Na analise feita até este ponto, admite-se que os dados estdo totalmente disponiveis
guando se parte para a estimacgéo e verificacdo. No entanto quando se trata de aplica¢oes
reais, é tipico os dados serem recebidos de forma sequencial ao longo do tempo, sem
efectuar armazenamento. Em termos analiticos significa que o vector y (parametro
observado) vai sendo construido a medida que se vao recebendo as suas componentes.

A expressdao (34) mostra a forma genérica de evolucdo do vector de observacgdes.
Mais concretamente considerando uma observacdo com dimensao N, a expressao mostra
a que corresponde a observagéo i.

r.=Ca+w,, i=12,..,N (34)

Sobre a expressao (34), r € o vector de observacfes, C é uma matriz conhecida com
dimensoes [1 x k], w; sdo amostras de ruido, independentes e identicamente distribuidas,
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geralmente com distribuicdo gaussiana. O pardmetro (k-dimensional) a estimar
designa-se por a.
No caso do problema em estudo, é possivel calcular ye G de forma recursiva, com

baixo custo computacional. Assumindo que o0 vector x tem uma estrutura crescente Xy tal
que k=0,1,2,...,N é possivel escrever o vector x na forma recursiva dada pela expressao
(35).

X1 = FX +G U, (39)

De acordo com a expressdo (1) que define o modelo de observacdo tem-se uma
observagao que avanca ao ritmo de k, permitindo estabelecer a relagéo (36).

Y. =H X+ 2+V, (36)

Com Fy, Gg, Hk, Jk, sdo matrizes conhecidas e x(0), uk, Vk, Sd0 varidveis aleatorias
gaussianas com média nula. Nesta situacdo, o objectivo é efectuar a estimacdo MAP de z
e X dado yo,...,yn. Dado que este € um problema tipico de estimacdo sequencial com
conhecimento a priori sobre a distribuicdo de probabilidades dos parametros a estimar, a
forma de efectuar a estimagdo MAP consiste na utilizacdo do filtro de Kalman [1].
Constata-se que a expressdo (35) é referida em [1] como a discretizacdo do filtro de
Kalman, estabelecendo a relagdo entre 0 mesmo e o problema da minimizag&o de erro
quadratico com parametros inteiros.

A partir da relacdo (36) e do critério MAP apresentado anteriormente deriva-se a
expressao (37) que mostra o calculo recursivo de Zyap.

2% =argmin Hy(") - G“‘)ZH2 (37)

As restantes formulas derivadas a partir desta expressdo e das duas anteriores podem ser
encontradas em [2]. Como nota conclusiva nesta Secgdo resta acrescentar que a
probabilidade de estimacgdo correcta de z nesta situacdo (na observacdo de indice k) €
dada pelo integral de uma variavel gaussiana (g-dimensional) sobre a célula de Voronoi
da origem, significando que toda a andlise efectuada para o critério ML mantém-se valida
quando se aplica o critério MAP. Apos o calculo de Zuap, a estimagdo Xuap pode ser
obtida também através da filtragem de Kalman.
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6. Algoritmo completo para a estimacgdo de parametros inteiros

Nesta seccdo reunem-se todos os conceitos explorados ao longo do trabalho para
apresentar, em forma de conclusdo, o algoritmo completo para a estimacéo de parametros
inteiros, sobre um modelo linear de observacéo.

Integer_And_Real Parameter_Estimation
1. Actualizar G e Y. por cada medigdo, tal como referido pela expressao (35);
2. Calcular o limite superior de Pc, designado por Pc,,, pela expressdo (28);
3. Enquanto Pc,, for baixo (Pc,, <0.99), repetir o ponto 2;
4. Calcular o limite inferior de Pc, designado por Pci,, pela expressdo (23);
5. Enquanto Pcy,, for baixo (Pci, <0.99), repetir o ponto 4;

6. Estimar Zy, pelo algoritmo sub-6ptimo (figura 7) ou pelo algoritmo
optimo (figura 8);

7. Nas condicOes anteriores, a estimacao Zy,_ € correcta e a obtencéo do
parametro real Xy é imediata, pela expressao correspondente a (17B),
aplicada ao critério MAP;

Fim

Figura 9 — Algoritmo de estimag&o de pardmetros inteiros e reais.

Pela analise do algoritmo, conclui-se que este acaba por se revelar bastante simples,
no que toca ao seu aspecto global. A complexidade da estimacdo de parametros inteiros
aparece dividida pelo calculo dos limites inferior e superior da probabilidade de
estimacdo correcta, juntamente com a aplicacdo de algoritmos sub-6ptimos ou Optimos
realizaveis em tempo polinomial, descritos anteriormente.

7. Conclusoes

No presente trabalho foi abordado o problema da estimagdo de parametros inteiros e
reais a partir de um modelo de observacao linear, na presenca de ruido aditivo gaussiano.
Dado que o modelo contempla a existéncia de parametros inteiros, o problema de
estimacdo pode ser encarado como deteccdo, introduzindo uma complexidade
computacional acrescida, que deriva directamente da minimizacdo de erro quadratico
com 0 uso de parametros inteiros.
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Apresentou-se 0 conceito classico de estimacdo, tal como referido na literatura e
estabeleceu-se a relacdo com o problema em causa, através da aplicacdo de dois critérios
de estimacdo: ML (Maximum Likelihood) e MAP (Maximum a Posteriori Probability).

Para além da estimacdo de parametros foi descrita a componente de verificacdo, a
qual também constitui um desafio do ponto de vista computacional. Para encontrar uma
solucdo viavel foi necessario efectuar a analise exaustiva do problema de verificacéo
estabelecendo medidas de adequacdo bem como os seus limites inferior e superior. Sobre
estas medidas foi derivado o seu tratamento sobre as células de Voronoi e abordou-se a
semelhanga com a quantizacao vectorial.

No final refere-se como o filtro de Kalman pode ser utilizado para a estimacédo
recursiva dos parametros, através da aplicacdo do critério MAP.
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Anexo A

“Whitening Matrix”

Neste anexo descreve-se a “Whitening Matrix” G, referida na subsec¢do 2.3.1 de forma a
ilustrar a sua obtencdo e o porqué da sua utilizagéo.

Descricdo

Efectuar whitening (branqueamento) a um conjunto de dados significa tornar 0S mesmos
incorrelacionados, com covariancia unitaria.

Este processo é semelhante a transformada de Karhunen-Loéve [1] [7] (ou analise em
componentes principais), em que a matriz de transformacdo é constituida pelos vectores
proprios da matriz de auto-correlacdo dos dados a transformar, tal como se descreve de
seguida.

e Seja X uma matriz real [NxN], com média nula.

e A matriz de autocorrelacdo de X é dada por Rx = X.X";

e Ry é uma matriz real simétrica, pelo que 0s seus vectores préprios sdo ortogonais
entre si, e 0s seus valores proprios sao reais;

e Calculando os valores e vectores proprios de Ry tem-se:

o [E, D] =eig(Rx).
o E=[e1 e ... en], matriz ortogonal com os vectores proprios;
o D =diag( A1 Az ... Ay), matriz diagonal com os valores proprios;

e A matriz transformada Xk, é dada por Xx.=E' . X;
e A matriz de autocorrelacdo de Xk é dada por RXx. = XkL .XkL' = D, é uma
matriz diagonal,

A transformada para efectuar whitening dos dados consiste em introduzir mais um factor,
relacionado com a matriz dos valores proprios, na expressao de transformagdo, tal que se
obtém:

Xwhite= DFP2ET . X;

Demonstra-se nesta situacdo [8] que a matriz de covariancia (que corresponde a matriz de
auto-correlacdo quando se tem media nula) de Xwnit € @ matriz identidade Iy.

De seguida mostra-se um script exemplo em MATLAB, que ilustra a aplicagéo da
transformada KL sobre uma matriz de dados (com média nula). Sobre a mesma matriz de
dados € aplicada a transformacdo que efectua o referido whitening. Mostram-se 0s
resultados obtidos em ambas as situagdes e verifica-se o funcionamento da transformada
referida.
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o° o° o oP

o°

Artur Ferreira N© 4243

Exemplificacdo da descorrelacdo de dados, resultando
em varidncia unitéaria.

o o oP

X é uma matriz de dados [3x3].
Tem média nula

o° o

X = [
153
-1 -7 7 ;
-5 -6 3 ]
% Matriz de autocorrelacdo de X.
% Dado gque tem média nula é igual a
% matriz de covariédncia.
RX = X * X!

Calcular os valores e vectores proprios da matriz

de auto-correlacao. Dado que é uma matriz real simétrica
os valores préprios s&o reais e os vectores proprios
ortogonais entre si.

D] = eig( RX )

— o° o° o oP

3l

% Calcular a transformada KL, que descorrelaciona
% os valores de X.
XKL = E' * X

Mostrar a matriz de autocorrelacdo da
matriz transformada e verificar a descorrelacéo.

RXKL = XKL * XKL'

Efectuar a potenciacdo da matriz dos valores

préprios.
D = power (D, -0.5);
[NRows, NCols] = size(D);
for i=1:NRows
for j=1:NCols
if i~=3
D(llj) = 0;
end
end
end
% Calcular a transformada, que descorrelaciona
% os valores de X, com varidncia unitéaria.
X WHITE = D * E' * X

Mostrar a matriz de autocorrelacdo da

matriz transformada e verificar a descorrelacéo,
e variédncia unitéaria.

RX WHITE= X WHITE * X WHITE'

o° o° oP
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X =

1
1 -
5 -

o~ U
w -~ w

RX =

35 -15 -26
-15 99 68
-26 68 70

E=

-0.8568 -0.4666 -0.2195

-0.4548 0.4833 0.7481

0.2429 -0.7408 0.6263
D=

34.4108 0 0

0 9.2577 0
0 0 160.3315

XKL =

-1.6168 -2.5585 -5.0250

2.7540 -1.2714 -0.2388

-4.0990 -10.0915 6.4569
RXKL =

34.4108 0.0000 0.0000

0.0000 9.2577 0.0000

0.0000 0.0000 160.3315
X_WHITE =

-0.2756 -0.4362 -0.8566

0.9051 -0.4179 -0.0785

-0.3237 -0.7970 0.5099
RX_WHITE =

1.0000 0.0000 0.0000

0.0000 1.0000 0.0000
0.0000 0.0000 1.0000
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Anexo B

Algoritmo LLL*

O nome deste algoritmo deriva dos nomes dos seus autores: Lenstra, Lenstra e Lovasz.

Trata-se de um algoritmo de complexidade polinomial que permite obter uma base
reduzida para uma regido partindo de uma matriz geradora dessa regido.

O algoritmo retorna uma matriz “quase ortogonal” Gy que também é geradora da mesma
regi&o e outra unimodular? F, tal que G = Gy.F

[Gy, FI1=1LLI(G)
Considere-se uma regiéo L, gerada por uma matriz G, tal que G = [ g1 92...9q]-

1.

02

..0q , tal como refere a expressio (B2).

Aplicar o Qroc*edim*ento de Gram-Schmidt sobre as colunas de G: g; g»...gq € Obter 0s
vectores g; g ...gq , que constituem uma base ortogonal, para o espago gerado por G,
através da recursdo dada pela expresséo (B1).
. 2979 . :
gj=gj—zng,comj=2,3,...,q (B1)
i=1 gj

Obtém-se uma matriz quase ortogonal G = [g; g2 ...0q ]

As bases do espago verificam a seguinte relacdo:
Qualquer vector g; pode ser escrito na forma de combinagédo linear dos vectores g,

of =Zjlpjig}*, 1 =nggf/Hg]fH2,comi=1,2,...,j—1eujj =1 (B2)
i=1

Para j=1,2,...,q, e dado j para i=1,2,...,j-1, substituir g; por g-int(1t;;.gi). Actualizar os

g*js e LL;S com os novos g*;s de acordo com as expressdes (B1) e (B2).

Se existir um indice j que viole a condicdo da expressao (B3),

Hg;l _“(m)jg?uz 2% 9; i (B3)

entdo trocar g; com g j+1 € voltar ao primeiro passo do algoritmo.
Caso contrario parar.

Gs=[01 92 ... g ]¢éamatriz reduzida geradora da regiéo L.

A matriz unimodular F obtém-se através de F = int (G.G;);

! Para maior detalhe consultar referéncia [5].
2 Uma matriz F é unimodular quando todos os seus elementos e da sua inversa F™ s&o inteiros e verifica
ainda |det(F)| = 1.
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