Topicos sobre

Sinais 2D

Processamento Digital de Sinal |

Artur Ferreirae Paulo Marques
(Dezembro 2003)

PDS Il - Sinais 2D



" J
Topicos a abordar

n DFT2D — Discrete Fourier Transform
n DCT2D — Discrete Cosine Transform
n Conceito de transformada separavel

n Calculo matricial

n Aplicacoes
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A DET2D e IDET2D

n A DFT2D define-se como

Yk1, ko] = DFT2D[:1:[m n|

—1 N-1 j27rk1m 327rk2n
Z > z[m,nle” N
m=0 n=0

n A IDFT2D define-se como
x[m,n] = IDFT2D|[Y [k1, k>]]

N—-1 N—-1 J2rkim j2mwkon

=<7 >, > Ylkikole” N e N

k1=0 k>»=0
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Cdalculo matricial daDFT2D

n Atendendo ague

N—-1 Jj2rkim N—-1 J2mkon
Y[klv kQ] — Z e N Z CIZ[?’I’L, 77,]6_ N
m=0 n=0

DFT 1D sobre aslinhas
daimagem x

Tem-se que atransformada e separavel, ou sgja, calculasea DFT 1D sobre

as linhas daimagem. Em seguida, calcula-se a DFT 1D sobre esse resultado.

Em notacéo matricial, fica-se com
Y = DFT2D[X] = FXFT,
sendo F o operador que calculaa DFT 1D. Dado que F € matriz simétrica:
Y = FXF
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DFT2D: transformada separavel

n Conclui-se que aDFT2D pode ser calculada a custa de
duas DFT1D — é umatransfor mada separ avel

n A FFT @éum algoritmo rapido para o calculo daDFT 1D

n Logo, aDFT2D pode ser calculada através da FF

n Estaé aopcao seguida naimplementacédo do MATLAB
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Troco de codigo da funcao fft2

A funcao MATLAB fft2 calculaa DFT2D, através de duas chamadas a fft (1D)

function f = fft2(x, mrows, ncols)

%FFT2 Two-dimensiona discrete Fourier Transform.

% FFT2(X) returns the two-dimensional Fourier transform of matrix X.
% If X i1savector, the result will have the same orientation.

%

% FFT2(X,MROWSNCOLYS) pads matrix X with zerosto size MROWS-by-NCOLS
before transforming.

% SeedsoIFFT2, FFT, FFTSHIFT.
(....)
If nargin==1
f = fit(fft(x,[],2),[],1);
else
f = fft(fft(x,ncols,2),mrows,1);
end
end

PDS Il - Sinais 2D 6



= I
DFT2D: exemplos de calculo

Linhas. Sempre iguais (frequéncia zero)

Imagem DC Colunas; Frequéncia méxima (p)
x1=1 1 1 1 x2= 1 -1 1 -1

1 1 1 1 1 -1 1 -1

1 1 1 1 1 -1 1 -1

1 1 1 1 1 -1 1 41
fft2(x1)= fft2(x2) =

16 0 O O 0O 0 16 O

O 0 O O O 0 0 O

O 0 0 O 0 0 0 O

O 0 0 O 0 0 0 O
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DFT2D: exemplos de calculo

Linhas: Frequéncia maxima (p) Linhas. Frequéncia méxima (p)
Colunas: Sempre iguais (frequéncia zero) Colunas. Freguéncia maxima (p)
x3= -1 -1 -1 -1 x4=-1 1 -1 1
1 1 1 1 1 -1 1 -1
1-1 -1 -1 101 -1 1
i 1 -1 1 -1
fft(x3) = fft(x4) =
O O O O O 0 O O
00 00 0 0 0 O
-16 0 O O
0 0 0 0 O O -16 O
O 0 0 O

PDS Il - Sinais 2D



" S
Calculo matricial dalDFT2D

n Atendendo ague
1. Y = DFT2D[X] = FXF
2. F~1 = LF*

Tem-se
F-lYF- 1 = F (FXF)F!
= (F-1F)X(FF 1)
= X

L ogo:
X =IDFT2D[Y] =F 1YF1

= <> F*YF*
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DCT2D e IDCT2D NxN

e A DCT2D define-se como

ae(2m+1)upo &2n+1)vp<‘_j
Flu,v]= C[u]C[v]maox[mn]co N g e N B

e A IDCT2D define-se como

 CIUICIVIF[u,V] cosg gzm+up g, gaon +Lvp 0

0 2N g e 2N g

1

o2

fimn]=3

=0

W
P

[
<
1

I
I
Cll] =i

PDS Il - Sinais 2D 10



"
DCT2D e IDCT2D 8x8

Utilizada no JPEG — codificacao com perda, de imagem

DCT2D 8x8

Flu,v] = %C[uj C[v]é é_ f[m,n] cosg(zm;l)ulo gcosg(zn Iél)vp g

m=0 n=0

IDCT2D 8x8
7 7 .. ..
f[mn] = 1 é é Cl[u]C[V]F[u,V] cosg(zmﬂ)ulo Qcosg(znﬂ)\/p 9
4u:0 v=0 € 16 9 € 16 @
i1l
e — —_ O
Cll]=i+2

|
|
|
1
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DCT2D eIDCT2D: cdlculo matricial

A semelhanca do que se demonstraparaa DFT2D tem-se a
separabilidade datransformada:

Y = DCT2D[X] = CcXCT,
sendo C o operador que calculaa DCT 1D. Ao contrério de F
(operador DFT1D), C nao é matriz ssimetrica. No entanto, C &

ortogonal: CT = c-1, ccTt =1 ctc=1

Tem-se. cTyC = cT(cxcT)c
= (cto)yx(cch
= X
X = IDCT2D[Y] = CtYC
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DCT2D: transformada separavel

n Pode ser calculada a custade duas DCT1D — é uma
transfor mada separ avel

n Dado que aDCT1D pode ser calculadaviaFFT tem-se
que a DCT2D pode ser calculada atraves de duas
FFT1D

n Estaé aopcao seguida naimplementacéo em MATLAB
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Troco de codigo dafuncao dct2

A funcdo MATLAB dct2 calculaa DCT2D, através de duas chamadas a dct (1D) que por
suavez utilizaafft (1D)

function b=dct2(ar gl,mrows,ncols)

% DCT2 Compute 2-D discrete cosine transform.

% B =DCT2(A) returns the discrete cosine transform of A.
% Thematrix B isthe same size as A and contains the

% discrete cosine transform coefficients.

% References.

%

[m, n] = size(argl);
% Basic agorithm.
If (nargin == 1),
if(m>1) & (n>1),
b =dct(dct(argl).").";
return;
else

()
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Troco de codigo da funcéo dct

A funcdo MATLAB dct calculaa DCT1D, através dafft (1D)

function b=dct(a,n)
%DCT Discrete cosine transform.
%

% Y = DCT(X) returns the discrete cosine transform of
X.

% Thevector Y isthe same size as X and contains the
% discrete cosine transform coefficients.

()

% Computeweightsto multiply DFT coefficients
ww = (exp(-i* (0:n-1)* pi/(2* n))/sgrt(2*n)).";
ww(1) =ww(1) / sgrt(2);
if rem(n,2)==1 | ~isreal(a), % odd case
% Form intermediate even-symmetric matrix
y = zeros(2* n,m);
y(1:n,)) = ag;
y(n+1:2*n,;) = flipud(aa);

% Compute the FFT and keep the appropriate portion:

yy = fft(y);
yy =yy(Ln,);

else % even case
% Re-order the elements of the columns of x
y=[aa(1l:2:n,)); aa(n:-2:2,:) |;
yy = fft(y);

ww = 2*ww; % Double the weights for even-length
case

end

% Multiply FFT by weights:
b =ww(:,ones(1,m)) .* yy;

if isreal(a), b = real(b); end

if do_trans,b=Db."; end
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DCT1D: calculo matricial

function dct_matrix(N)

Alpha = zeros(N,N);
Alpha(1,:)) = 1/sgrt(N);
Alpha(2:N,:) =sgrt(2/N);

[n,k] = meshgrid ( 0:1:N-1, 0:1:N-1);
C = Alpha .* cos( (pi*(2.*n + 1).*k) / (2*N) );

% Yo -----mm-m-- DCTID ------------
x=[1234]";

y=C*X

Ex =sum ( xX.* X)
Ey=sum(y.*y)

% dct(x)

% Yo -----mmmmm-- DCTID -----------
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>> dct_matrix(4)

y:

5.0000
-2.2304
-0.0000
-0.1585

Ex =30

Ey = 30.0000

SN

I

A DCT1D preservaaenergia

Transformada unitaria
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DCT2D: calculo matricial

X = magic(N)
y=C*x*C
00 ------------ IDCT2D ------------
z=C'*y*C

Ex = sum(sum ( X.* X))
Ey =sum(sum (y.* y))
% ------------ DCT2D ------------

« A DCT2D preservaaenergia

>> dct_matrix(4)
X =
16 2 3 13
5 11 10 8
9 7 6 12
4 14 15 1
y -
34.0000 0.0000 -0.0000 -0.0000
0.0000 0.0000 13.5140 0.0000
-0.0000 3.3785 0.0000 2.9302
-0.0000 -0.0000 11.7206 0.0000
=
16.0000 2.0000 3.0000 13.0000
5.0000 11.0000 10.0000 8.0000

« Geralmente, concentra a :> 9.0000 7.0000 6.0000 12.0000

energia num numero reduzido
de coeficientes

e Transformada unitaria

4.0000 14.0000 15.0000 1.0000

Ex = 1496
Ey = 1496
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CalculodaDCT2D
Imagem DC Variagao (frequéncia)
apenas em coluna
xI=1 1 1 1 x2= 1 -1 1 -1
1111 1 -1 1 -1
1 1 1 1 1 -1 1 -1
1 1 1 1 1 1 1 -1
dct2(x1)= dct2(x2) =
40 0 0O 0 153 0 3.69
0 0 0 O O O O O
O 0 O O O O O O
O 0 O O O O O O
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CaculodaDCT2D
Variagao (frequéncia) Variagao (frequéncia)
apenas em linha em linha e em coluna
x3=-1 -1 -1 -1 x4= -1 1 -1 1
1 1 1 1 1 -1 1 -1
-1 -1 -1 -1 -1 1 -1 1
1 1 1 1 1 -1 1 -1
dct2(x3) = dct2(x4) =
O O O O O 0 O O
-1530 0 O 0O -058 0 -141
O O O O O 0 O O
3690 0 O 0-141 0 -341
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DCT 2D 8x8 — Imagens de base

pix=0;
N=8;
for v=0:N-1;
for u=0:N-1;
for y=0:N-1;
for x=0:N-1;
PiX(V¥(N+2)+1+y,u*(N+2)+1+x)=
cos(((2*x+1)*u*pi)/(2*N))
*cos(((2*y+1)*v*pi)/(2*N));
end
end
end
end
mx=max(max(pix));mn=min(min(pix));
piX = pix-mn; pix = pix * 255 / (mx-mn);
colormap(gray); image(pix)

A0 RTRERRE
el bbb
0 00 ) (0
= 5 Sl ) e
= i o
= == Sh i
SEESEEEEE
=SEEEEEEE

Qualquer imagem de resolucao 8x8 pode ser obtida por combinacéo linear destas
Imagens de base. Os coeficientes da combinacao linear séo os coeficientes daDCT2D.

PDS Il - Sinais 2D

20



" |
DCT2D: concentracao de energia

No MATLAB:

>> dctdemo

Criginal Circuit Image

* Indicada paraa

codificacao com perda
» Usada na norma JPEG

Recaonstructed Image Errar Image

The MSE [with images normalized)] 12 0.000328 .
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DCT coefficients

“ | | 2
1 E4

18 Coefficients Selected

Apply

Select mage:
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DCT2D: concentracao de energia

Criginal Circuit Image

Feconstructed lmage Errar Image

The M5E [with images normalized] 1= 0.0001139 .
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DCT coefficients

4 | | 2
1 B4

32 Coefficients Selected

Apply

Select Image:
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