ADFT,aFFT ea

DCT

Sistemas de Telecomunicagoes
Definidos por Software

&
Processamento de Sinal em Tempo Real



"
Topicos abordados

m DFT — Discrete Fourier Transform

Calculo matricial

m FFT — Fast Fourier Transform
Algoritmo de Cooley-Tukey
STFT — Short Time Fourier Transform

Espectrograma

m DCT — Discrete Cosine Transform

Calculo matricial

STDS e PSTR - Inverno 2007/2008



"
DFT — Discrete Fourier Transform

m Assume que o sinal é periodico com N amostras por periodo
m Realiza a amostragem do espectro nas frequéncias dadas por

w, =2, ke{0,1,...,N—1}.

m Amostra/discretiza, de forma equi-espacada, o espectro continuo
obtido pela DTFT (Discrete-Time Fourier Transform)

Sinal b
discreto a C DTFT
T T x[n] > X(w) ESPectro
continuo
n
Amostragem
DFT W

\4

X[K] Egpectro
discreto

« Por exemplo, com N=4 analisam-se as frequéncias{0.5. 7, —5}
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" B
Amostragem do espectro

m A amostragem na frequéncia causa réplicas no tempo
(espectro discreto implica sinal periodico no tempo)
Sinal

- TT? 1 T T aTbTCT

m A amostragem no tempo causa réplicas na frequéncia
2 X(O=X(A)*P(f)

o k0, /N /N /N

-Fs-a -Fs+a-a |0 a Fs-a FS+a'f
 X(f)

t P(T)
/N " M%M;--

-a 0 a f -2Fs -Fs ‘0 Fs 2Fs 3Fs f
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DTFT — Discrete-Time Fourier Transform

Transformada directa (DTFT) o
X(w)=DTFT[z[n]] = Y az[n]e ™"

n——oo

Transformada inversa (IDTFT)

2[n] = IDTET[X (w)] = % /:TX(w)ejw”dw

Exemplos:

z[n] = 36[n] — 26[n — 1] X(w) =3 —2e7 %"
y[n] = a™uln], |af <1 Y(w) = 1—ale—j’w
z[n] = % SiNnC (%n) Z(w) S (2%0)

STDS e PSTR - Inverno 2007/2008 5
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DFT e IDFT: definicao

m Considerando que o sinal x[n] € periodico com N
amostras por periodo, temos um espectro discreto:

N-1 |
X(wg) = ) z[n]e” 7"

n=0

com wy = 2%% ke {0,1,...,N — 1}

Equacao de analise ou transformada directa (DFT): tempo para a

frequéncia
N-1 . N-1 _ j2rkn
X[k] =DFT[z[n]] = Y z[nle 7" = Y z[nle” N
n=0 n=0

Equacéo de sintese ou transformada inversa (IDFT): frequéncia

para o tempo 1 N-1 j2rkn
e[n] = IDFT[X[K] = = 3 X[k ™

k=0
STDS e PSTR - Inverno 2007/2008 6
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DFT: frequéncias analisadas

Anélise grafica das frequéncias amostradas, em funcdo do numero de pontos N

A

N=2

Frequéncias

{0, 7}

{O 27T 27

3 3

{Oa %7 T, _%}

o hlw|(N|=

{O'rrﬂl’m

71357777(7_

3n _ 1w _ T
40 2 4
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Calculo da DFT a 4 pontos

- Os coeficientes da DFT, do sinal x[n] sao obtidos por:

3 3

x[0] = ;O:c[n]e—g%% = 3 alnl = 2[0] + (1] + #[2] + 2[3]
3 ~ _J2rl _J2n2 27r3
X[1] = Y z[n]e” e = z[0] + z[1]e —|— x[2]e —|— x[3]e”
n=0
3 j2n2n __ 2.2 _J2r2.3
X[2] = Z x[nle” 1 = x[0] + z[1]e ‘|‘ 55[2]3
n=0
3 123N ) 27 127 3. 127 3.
X[3] = Z x[n]e—3243 Zx[O] i x[l]e_$ 4 x[2]€_32 3.2 n 3:[3]6_3243 3
n=0
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Calculo da DFT a 4 pontos

Analisando os coeficientes e 0s X[0]=[1111]
vectores de base tem-se:

_joml _ j2m2 _j21r3]

X[l]:[le 2 e 4 e 4

_j2m2  _ j2m2.2 52723
X[2]=[16 1 ¢ 4 e 4_]

jor3 _j2m3.2 _ j273.3
X[3]=[16_4 e 4 e 4 ]

STDS e PSTR - Inverno 2007/2008
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Calculo matricial da DFT

Agrupando os vectores base em matriz, tem-se:

1
1
y = DFTy4[x] =

Simplificando, tem-se o calculo matricial da DFT:

1
1
1
1

1

_j2rl

€

1

—J

-1
J

1
—1
1
—1

1

_j2m2

€

e

€

_jor2.2

_j2n3.2

1
J
-1

_j_

7

)

)

1
_J273

z[0] |
z[1]
z[2]
z[3] |
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DFT: calculo matricial

» Genericamente, colocando o vector X em evidéncia, estabelece-

se a matriz F (operador DFT)

21k . .
01 n,,_ N-1 6_] ]7:[ = Calculo matricial da DFT

F= 0] _/ X é 0 sinal no tempo
‘ 1 / y sdo os coeficientes da DFT

y = DFT[x] = Fx

- Por exemplo, para N=2, 3 e 4 tem-se, respectivamente:

1 1 _i2r 272 |1 =y -1
Fzzll —1] Fa=|1 ¢ 3232 y 3234 Fa= 1 -1 1 -1
1 eITF eI 1 j -1 —j
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IDFT: calculo matricial

m De forma analoga estabelece-se o operador que calcula
aIDFT

m Verifica-se que este e dado por F-1: x=Fly
m Porsuavez F~! = tF*
m Tem-se assim o calculo matricial da IDFT:

x = IDFT[y] = +F*y

. 01 . N-1 12Tkn
Fl=—0] _/6 N Célculo matricial da IDFT

N 4 5
N / X € 0 sinal no tempo

y sao 0s coeficientes da DFT

— — STDS e PSTR - Inverno 2007/2008 12
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FET: Fast Fourier Transform

m E um algoritmo com complexidade logaritmica para o
calculo da DFT; ndo e outra transformada

m Para valores elevados de N &€ muito mais eficiente do
que a DFT

m Existem algoritmos de decimacao no tempo e na
frequéncia

Numero de multiplicacdes complexas para vectores com N pontos:
.DFT- N?
«FFT - Nlog>(N)

STDS e PSTR - Inverno 2007/2008 13
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FFET. Exemplos de aplicacoes

m Convolucao circular (e linear atraves da
circular)

m Meétodos de convolucao rapida:
overlap and add; overlap and save;

m Deteccao de componentes de frequéncia

m Filtragem

STDS e PSTR - Inverno 2007/2008
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FET: Algoritmo Cooley-Tukey

» Decimacao no tempo

« ADFT de N pontos é sucessivamente dividida em duas
DFT de N/2 pontos N2 portos N pontos

+
DFT
gin] ————» GIK] G[K]
Sub-sequéncia Sub-sequéncia
X[] com N/2 pontos com N/2 pontos
Sequéncia com\A DET
N pontos hinl ———» HI H[K] WK
Sub-sequéncia Sub-sequéncia N
com N/2 pontos com N/2 pontos
DFT a X[K]
A s N/2 pontos
* g[n], sub-sequéncia com as amostras de x[n] que K
estdo em indice par X[k] = G[K] + Wy H[K]
. N1 _—_ K
« h[n], sub-sequéncia com as amostras de x[n] que X[k + 5] = G[k] - Wy H[K]

estdo em indice impar K 2k

STDS e PSTR - Inverno 2007WN —e /N 15
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FET: Algoritmo Cooley-Tukey

m A demonstracdo deste algoritmo pode ser encontrada em [1] e [2]
m As borboletas: calculo da FFT a 2 e 4 pontos

+

[

a a+b . 1 1 a| | a+b
I
b 1 a-b

\

a y atc ) a+b+c+d (1 1 1 1 ] [a]
> (=) | L =7 =1 b
C 1 a-c + a-c-j(b-d) 1 -1 1 —1 C
- 1 53 -1 —3 || d]
b 7 ped | 1 7 ate-(b+d) at+btetd ]
_ | a—c—j(b—d)
d | 1 b-d | - 4 a-c+j(b-d) | at+c—(b+d)
> ) _a—C—I‘j(b—d)_
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FET: Algoritmo Cooley-Tukey

O shuffling realizado através de bit-reversal separa a sequéncia nas duas sub-sequéncias
com as amostras de indice par e impar, designadas por g[n] e h[n], respectivamente.

a
b
rin| =
="
- d =
a
b shuffling
(bit reversal)
>
C
d

a+b+c+d
DFT, = | @—¢—3(b—=d)
> [~] a+c— (b+d)
a—c+j(b—d)
a
00 gln] = [ e ] 1 (......)
(indice par) >
10 7
o1 h[n]zlgl ) >( ...... )
11 (indice impar)
STDS e PSTR - Inverno 2007/2008 17



" S
A IFFT: calculo via FFT

A estrutura de calculo da FFT (que calcula a DFT) também pode ser utilizada
para determinar a IDFT

1 N-1 i2mkn 1 (N=1 j2rkn ) |
z[n] = IDFT[X[k]] = ~ > Xlkle N = N (kzo X*[kle ™ ™ )
k=0 =

- %DFT[X[k]*]*

Para calcular a IDFT, via IFFT:
1. Conjugar o espectro X[k] e obter X[K]*
2. Calculara FFT de X[K]* (realizando o respectivo shuffling)

3. Conjugar o resultado da FFT e dividi-lo por N

STDS e PSTR - Inverno 2007/2008 18



" S
Exemplos de calculo da FFT e IFFT

z[n] = {3,1,2,—-1} 7 ;

3 5 / 5
gln] = {3> 2} 2 |1 "k Vi 12
h[n] — {17_1} 1 + 0 1 e 5
X[kl ={51-j2,5,14+;2} 1 * S
1. Conjugar 3. Dividir e conjugar
X*[k] =1{5,1+72,5,1 — 352} )
5 7 10 /+’ 12 3
G[k] = {5,5} 5 | 1 0 VAl 1
HIE] = {14j2,1-j2} | 142 AP S 2
152 | 1 i4 | ] N 4 1
2. Calcular a FFT x[n] = {37 1,2, —1}

STDS e PSTR - Inverno 2007/2008 19
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STFT - Short Time Fourier Transform

m A ideia base é efectuar o calculo da transformada de Fourier
(FFT) em tempos localizados (janelas)

m Motivacao: as componentes de frequéncia dominantes variam
com o tempo, tal como acontece por exemplo num sinal de audio
(voz)

A~ Short Time Fourier Transform Resolucao

frequéncia / tempo-frequéncia
- - baixa frequéncia
- média frequéncia
- \ alta frequéncia

7

tempo
STDS e PSTR - Inverno 2007/2008 20




Frequency

Espectrograma: tempo-frequéncia

Céalculo da STFT e representacio tempo-frequéncia do sinal

Sinal de fala Sinal de musica

4000
3500

3000

[}
[N}
-]
]

Frequency
P
=
=
(]
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Espectrograma: tempo-frequéncia

Sinusoide de frequéncia 2 kHz,
com DC offset

Sinal de ruido

Sinusoidal with =2 kHz

4000

g
=

2500

1000

G

a 0.1 nz 0.3 0.4 0.5 0G 07 0.8 n9
Time

EDEID

Frequency
Fregquency
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DCT — Discrete Cosine Transform

m Nao é a parte real da DFT

m Base ortnormada de funcoes co-seno

m Transformada real

m O calculo pode ser realizado através da FFT

DCT 1D a N pontos

DCT: X[k]= A[k]z_: X[n]COS((Zn;\T)kEJ
"o A[K] = |

pet x[n]= Y. A[K]X [k]cos[(zn;j)kﬂJ

STDS e PSTR - Inverno 2007/2008
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" S
DCT 1D a4 pontos

peT: X [K]= ATKIY x[n]cos[(zr';l)k”] R
n=0 A[k]:ﬁ .
3 (2n +1)k7 WA
IDCT: x[n]ZZ A[k]X[k]cos[ J

k=0

Para cada valor de k, existe um vector base associado (tal como na DFT)

Parak=0: ¢ :£C05[<2”“>0”j:{£,£,£,£}
N 2 8

Para k=1: Cln:icos((Znﬂ)M
| 8

J2

): 0%6533, 0.2706, -0.2706, -0.6533

STDS e PSTR - Inverno 2007/2008 24
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Calculo matricial da DCT e IDCT

« C e 0 operador que calculaa DCT a 4 pontos

» Cada linha de C € um vector base (co-seno): ¢, ,

05000 0.5000 0.5000  0.5000
0.6533 0.2706 -0.2706 -0.6533
0.5000 -0.5000 -0.5000  0.5000

1 0.2706 -0.6533 0.6533 -0.2706 _

« Calculo matricial daDCT: y = DCT[x] = Cx
X ey sdo vectores coluna; x € o sinal no tempo e y sdo 0s
coeficientes da DCT.

. A IDCT é calculada através de x = IDCT[y] = Cly

- Amatriz C éortogonal Ct =C~-1, cCctTc=cct =1

STDS e PSTR - Inverno 2007/2008 25
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Vectores base da DCT1D a4 pontos

. S0 as linhas da matriz C

» Constituem base ortonormada no espaco de dimensao 4

Componente
DC

=)

0.5¢

0.4

0.3}

0.2

01

0

-0.5
1

0.n

c1,n

1 5 s

0_5_ ......................... .......................... ..........................

: f $
0.5 b _________________________

1 2 3 4

CS,n

! | | Alta
0.5_ ......................... ......................... T ........................ J frequenCIa
0 5
T

1 2 3 4

26



" S
Calculo da DCT e IDCT

x=8 5 o0 117
1

Sinal de baixa
] T frequéncia
y, = DCT [x,]=Cx, = 400 -6.30 -0.00 0.44 _
Z, = I4-OO -6.30 -0.00 O :"'yl\ Coeficientes

w, = IDCT [z,]=C"z,= k87 520 870 1112 =«

significativos

- 1

Sinal de alta

x,=F3 5 -9 11’ frequéncia

y, =DCT [x,]=Cx,= ko -535 6.00

2,=lo 535 600 -1203 T=y, Sinais proximos

B e, = | — dos originais
w, = IDCT [z,]=C'z,= 040 4.00 -10.00 10.00 = x

- 2
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Sinal no tempo e coeficientes da DCT

Sinal no tempo

1 . . | Energia
dispersa no
05+ i tempo
0 . (vector x)

| <=

-0.51

- Energia
Coeficientes da DCT
6 T I T u l u l concentrada num

ndmero reduzido de
coeficientes da
4 transformada

I (vectory)

1 predominam as
baixas frequéncias)

5 4 | | | | | | |
0 1 2 3 4 5 6 7 8 <::|
4
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Percentagem de energia acumulada

1

I | | l T I
08 _ AAAAAAAAAAAAAAAAAAAAA all
0'6_ AAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAA AAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAA =)
e e .....................
02 I~ ........................................................................................... o
0 | | | l | | |
0 1 2 3 4 5 6 7 8
x 10"
Coeficientes da DCT - Energia cumulativa
1 | | ! ] T |
08B s e ofbens cases comnas s renss o e ............................................................................................. ul
(1| R LR« SR (SN RUSR S e p—
0.4 _ ............................................................................................ oo
[ o ............................................................................................. )
0 | | | I | | |
0 1 2 3 4 5 6 7 8
x 10"

Tempo - Energia cumulativa

Dominio do
tempo (X)

(T

Dominio da
transformada (y)

(T
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" I
Troco de cédigo da funcao dct

A funcdo MATLAB dct calculaa DCT1D, atraves da fft (1D)

%
%

%
%

()

function b=dct(a,n)
%DCT Discrete cosine transform.

Y = DCT(X) returns the discrete cosine transform of
X.

The vector Y is the same size as X and contains the
discrete cosine transform coefficients.

% Compute weights to multiply DFT coefficients
ww = (exp(-1*(0:n-1)*pi/(2*n))/sqrt(2*n)).";
ww(1) = ww(1) / sqrt(2);
if rem(n,2)==1| ~isreal(a), % odd case

% Form intermediate even-symmetric matrix

y = zeros(2*n,m);

y(1:n,:) = aa;

y(n+1:2*n,:) = flipud(aa);

% Compute the FFT and keep the appropriate portion:
yy = fft(y);
yy = yy(l:n,);

else % even case
% Re-order the elements of the columns of x
y =[aa(l:2:n,:); aa(n:-2:2,) ];
yy = fft(y);

ww = 2*ww; % Double the weights for even-length
case

end

% Multiply FFT by weights:
b = ww(:,ones(1,m)) .* yy;

if isreal(a), b = real(b); end
ifdo_trans,b=D."; end

STDS e PSTR - Inverno 2007/2008
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Codificacdo audio

. aplicacao de

transformadas

p| Frequency
transform subband
values
Windowed
. sounid signal v
(uattisati on :
; & Coding
F Y
Windowed
soutid signal
Iasking
threshold
Psychoacoustic
> model
- > f
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Processing, second edition, Prentice-Hall, 1999.
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TMS320C55x%, Wiley, 2001.

Curso on-line sobre a DFT:
http://www.spd.eee.strath.ac.uk/users/interact/moved/dft/dftideas.html

Curso on-line sobre a FFT:
http://www.spd.eee.strath.ac.uk/users/interact/moved/fft.html
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