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Cenario de utilizacao

Fonte Simbolos
Codificacao Descodificacao
de fonte de fonte
A
mensagem Comunicacao mensagem
......................................... Isentadeerros
Y
Codificacao Descodificacao
: de canal de canal
c:>Jc' ________ ?ﬁ'ﬁ?ﬁﬁﬁ?ﬁ?ﬂiﬂ ______________

Modulagaci e | X Canal fisico y(t) RecepgaNO
Transmissao z} e Deteccao

Continuo




" A
Modelo de canal fisico

m A correccio e/ou deteccao de erros é necessaria

vido aos erros introduzidos no canal de transmissao
ou de armazenamento

B O modelo AWGN (Aditive White Gaussian Noise)
é realista em muitos cenarios

Ruido aditivo (soma-se ao sinal informacéao)
Gaussiano (a distribuicéo de amplitudes é gaussiana)
Branco (tem todas as componentes de frequéencia)

), g YOm0+ 00

- SE i?ca_| fisico=> (ruid 0) Tn(t)
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" A
Modelo de canal discreto

m O canal é analisado atraves de modelo discreto usando
variaveis aleatorias (v.a.)

m Modelo BSC - binary symmetric channel

Probabilidade de
erro de bit

Pe = P(yo,71) + P(y1,20)

= P(yolz1)P(21) + P(y1]zo) P(z0)
= OdP(.’L']_) -|— O{P(.’EO)
=

A probabilidade de erro define o BER (Bit Error Rate) do canal.
E a taxa de erros por bit.
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" A
Modelo de canal discreto

m O canal é analisado atraves de modelo discreto usando
variaveis aleatorias (v.a.)

m Do ponto de vista da transmissao, um SCD pode ser
visto atraves de modelo probabilistico

m A probabilidade de erro por troca de bit nao é nula

X Y
- SCD >

{0,1} {0.}

ISEL - DEETC -
Comunicagdes




" J
Codigos de canal

m A deteccao e correccao consegue-se ao introduzir
redundancia na mensagem original

m Essa redundancia é funcio da mensagem

m Codigos a analisar: repeticdo; bit de paridade par;
Hamming.

m Os codigos de canal sdo utilizados nos modos:
FEC - Forward Error Correction

ARQ - Automatic Repeat ReQuest

ISEL - DEETC -
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Cenario de Aplicacao

MENsagein mMensageim

Comunicacao
1senta de erros

Y
Codificacao Descodificacao

de canal de canal

palavra de codigo palavra de codigo
c Canal e

Modulacao e | x(t) y(t) Recepgio
Transmissao e Deteccao
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" A
Modos de funcionamento
m FEC - Forward Error Correction

Modo correccao de erros

O receptor recebe as palavras de codigo, detecta
eventuals erros e corrige-0s

m ARQ - Automatic Repeat ReQuest
Modo de deteccao de erros

O receptor recebe as palavras de codigo e detecta
eventuals erros; em caso de erro, solicita a
retransmissao
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Codificador de canal (n,k)

- Codificador de bloco

« Cada bloco de k bits de mensagem origina uma palavra de
codigo com n bits

« K = nimero de bits de mensagem

* n = numero de bits de palavra de codigo

Bits de mensagem

BB B Bl s

Codificador
de canal
Y
n bits
Bits de mensagem Bits redundantes

ISEL-DEETC- 10
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Objectivo da codificacao de canal

m Aumentar a robustez do SCD relativamente aos efeitos
Indesejados do canal

deteccdo de erros

transnussio com erros

codificacdo descodificacio

transmuissio sem erros

Cada bloco de k bits de mensagem da origem a uma
palavra de codigo com n bits

2k palavras de codigo no espaco de 2" palavras

ISEL-DEETC- 11
Comunicagbes




"
Codigo de repeticao (3,1)

m Consiste na repeticao da mensagem
m Exemplo: cédigo (3,1), na forma (n,k) com k=1 bit de

mensagem e n=3 bit na palavra de codigo m ¢
01000
11111
Palavras
de codigo
i .010...
Mensagens Codificador
Possiveis palavras recebidas de canal

i ...000111000...

Usa 2k =21 =2 palavrasde 2" =23=8 npossiveis
12




" A
Codigo de repeticao (3,1)
m Descodificacao realizada por maioria
m A distancia entre as palavras de codigo, garante

que:
Detecta todos os erros de 1 e 2 bit Lo 000
Corrige todos os erros de 1 bit ...« !
5 i 3erros\ 2 €rros
Considerando um BSC com o = 10—, i 001 :
_ 010 @ e
tem-se que 100 | 011 |
P(1,3) =C} al(1-a)? =7 a(1-a)? L. . i . 101
=3a - 602+3a3~3x 1075 Zerrc& taros 110
BITOS . emoeqenn--- '
y %er:o

=C3 a?(1-a)l = 35 a2(1—a) i
= 302 —3a3 ~ 3 x 10~ 13




"
Codigo bit de paridade (3,2) - paridade par

m Adicionar um bit no final da mensagem; este bit € a soma
modulo 2 dos bits da mensagem

m A palavra de codigo é ¢ =[m; m; my@ m,]
000

001
m C

00 000
10| 101

111 110 100 101

111

m Detecta a presenca de 1 e 3 bits erradosllo

(v Nao tem capacidade de correccao; nao realiza FEC

14
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Palavras de codigo: vectores

001 __,,_____/O'(DH ooty 011
// //n // //T
‘I
“”?C"““_‘T/m | 10174 “““““ 0 |
| " ! | '
!
| J\mo | | )IL(H()
I ' | 7

m Palavras de 3 bit
(a) codigo de repeticdo (3,1); 3 arestas entre as 2 palavras de
codigo
(b) codigo de bit de paridade (3,2); 2 arestas entre 2 palavras de

codigo mais préximas o
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Codigos de bloco (n,k): propriedades

1.  Code rate (ritmo) R —= % , medida de eficiéncia

2. Distancia de Hamming (dH): numero de digitos em que
diferem duas quaisquer palavras do codigo

3. Distancia minima (dmin): € a menor distancia de Hamming
entre duas quaisquer palavras do codigo; depende da
redundancia: dmin<14gq, qg=n-k

4. Detecta todos os padroes até “I” erros: [ < dmin —1

dmin—1

5.  Corrige todos os padrdes ate “t” erros: ¢ < [~

6. Detecta “I” erros e corrige “t” erros: dmin >14+t41, comli>t

16



" A
Codigos de bloco (n,k): distancia
m Distancia de Hamming entre palavras

1 emo 1 ermro 1 emro

‘/,_,_4———-.\ /_'_,..-——‘.\ ‘/_,-’-‘___‘-\ dH(Cl’CZ):S
Fa . P
L N
(j1=[][]1 1 Q010 Qa0 G2=1{]{]['}
1 erro 1 erro 1 erro 1 ermo

N N/ /T Ty dH(Clc2)=4
O @ @ O

o Ly
C,=00011 00010 00000 01000 C,=11000
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Codigos lineares: propriedades

m O desenho de codigos eficientes € um problema
complexo: maximizar dmin com constricao R ou
maximizar R com constricao dmin

m S30 problemas adicionais: memoria ocupada e
complexidade do codificador e do descodificador

m Atraves dos conceitos de estrutura algébrica e espaco
vectorial definem-se os codigos lineares (elementos de
sub-espaco vectorial)

m Os codigos lineares sdo um sub-conjunto de todos os
codigos; requerem menos memaoria e existem
codificadores e descodificadores simples

18
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Codigos lineares de bloco (n,k)

m  Bloco: todas as palavras tém a mesma dimensao

m Linear: o vector nulo pertence ao codigo; a soma
modular de duas palavras do codigo é ainda uma
palavra do codigo

n = nimero de bits da palavra de cédigo 2" palavras possiveis
Kk = nimero de bits da mensagem 2k palavras de codigo
g = n—Kk, € o nimero de bits redundantes

Sejam =[mym, ... m,,] a mensagem e c a palavra de codigo

Podem ser sistematicos ou nado sistematicos; exemplos destas
formas:

e Sistematica: c=[mymy ..My byby ... by

‘ﬂl\‘h C=[myby by my ... My ... By,4]




" S
Peso de Hamming

m Define-se peso de Hamming (w) como o nimero de
digitos ndo nulos numa palavra

m Sejam ¢; e ¢; duas palavras distintas de um codigo
linear de bloco; tem-se por definicao que

dmin = min dH(c;, c;)

m Dado que o codigo é linear, tem-se: 7)
dmin = min w(c; ® ¢;) = min w(cy), soma
T~ modular
sendo ¢, palavra do codigo, diferente do vector nulo
Exemplos:
Caodigo de repeticdo (3,1) Caodigo de bit de paridade par (3,2)
rgogovz)@) dmin = 3 m | ¢ [we) dmin=2
| =2 00 1 000 O _
11s 01 | 011 2 =1
b= 10 | 101 2 t=0
ISEL - DEETC - 11 110 2 20
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Matriz Geradora

m As palavras de codigo ¢ sao obtidas atraves do
produto do vector mensagem m pela matriz
geradora do codigo G

c=mxG
m Cévector de dimensdes 1x n;: m é vector 1x k

m G e matriz k X n; nos codigos sistematicos temos

G=[I,|P]JouG=[P]|I.]sendo P asub-matriz
geradora de paridade, ou seja, a matriz que estabelece
as equacoes de paridade do codigo

Cada coluna de P constitui uma equacao de paridade

P tem dimensdes k x g

ISEL - DEETC -
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Matriz Geradora
m Exemplos de matrizes geradoras
m Codigo de repeticao (3,1)

=] 11

m Codigo de bit de paridade par (3,2)

— 11 0 1 —
G:[2P_:O 1 ou G:[”z_:

ISEL - DEETC -
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Codigos de Hamming

m Familia de codigos lineares de bloco

m Tém dmin=3, logo corrigem todos os erros de 1 bit

m A motivagéo: P(2,n) < P(1,n)

m Definidos por um parametro inteiro m (> 2) tal que:
(n,k)y=(2™-1,2" -1 —-m)

Por exemplo, com m=3 tem-se o codigo (7,4)

¢ =[mgm; m, my b, b, bz% ///;'%4

Equac0es de paridade: m, m, m, b, b

bo = m1 @ moPm3 f
by =mo@miPm3s
bo = mo @ mo D ms




Codigos de Hamming: forma matricial
c=mG=m[ls | P]

={mo my M2 m3}

O = O O
= O O O
= = = O
— = O R

— O~ R

Z{’I’I’LO mq1 M2 M3 bo bl bQ

m G ¢ a matriz geradora do codigo
m Cada linha de G é uma palavra do codigo

m Todas as palavras do codigo sao obtidas por combinacao linear
das linhas de G

m G € um conjunto de vectores linearmente independentes

Gera 16 vectores de um total possivel de 128; base de sub-espaco
vectorial

24
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Hamming (7,4): todas as palavras

Apresentam-se as 16 palavras de codigo e respectivos pesos de
Hamming

Palavra de cédigo Peso Palavra de cédigo Peso

0 O 0 0 0O 0 0 O 3

cNoNoNoNoNoNoNe
P PR P OOO
PP OORKREFRO
P OFRPRORFRORFRO
P OORFRORBRK
OFRPORFRRFLPROFRO
OFRP P OORFREFRO
AR WWWWDN
e
P PR P OOO
P P OORRFkRO
P ORFRPRORFR OR
P OORFROR K
P OFRPROOFr OB
P OORrREFPR OO
~N~NwW b~ PP

O menor peso de Hamming para palavras ndo nulas é 3, logo:

dmin=3, [=2et=1
ISEL - DEETC -
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Codigos de Hamming (caracteristicas)

Seja k o nimero de bits da mensagem a transmitir e n 0 nimero
de bits efectivamente transmitidos

Codigos de Hamming séo codigos de bloco linear (n,k) onde:
>3, sendo g=n-k onumero de bits redundantes
n=21-1
paraq={1, 2, 3, ...}, temosentao (7,4), (15,11), (31,26), ...

A eficiéncia do codigo (code rate) é r.=k/n=1-qg/(29- 1)
r.—-1, seq>1

d.;, =3, Independentemente de g

A submatriz P geradora de paridade consiste em k linhas com g
bits, com dois ou mais bits a 1 por linha

ISEL - DEETC -
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Calculos em MATLAB

>> [H,G,n,k] = hammgen(3); | &= mM=3
>> G
G=
1 1.0 1 0 O
0
01 1 0 1 0
0
1 11 0 0 1
0 , . ...
1 01 0 0 0 - G esta na forma sistematica
1
>0k G =[P | I4]
n= ] .
7 *As equacOes de paridade sdo
K =4 diferentes das apresentadas no
exemplo anterior

ISEL - DEETC - 27
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Calculos em MATLAB

>>m1=[0101];m2=[1101];
>>cl =mod (m1*G, 2)
cl=

1 1 0 0 1 0 1
>>c2 = mod ( m2*G, 2)
c2=

O 0 0 1 1 0 1

- Entre as mensagens ml1l e m2 muda apenas um bit; entre as
palavras de codigo cl e c2 mudam trés bits

« c1 resulta da soma modulo 2 da segunda e quarta linhas de G

e c2 resulta da soma modulo 2 da primeira, segunda e quarta
linhas de G

ISEL - DEETC -
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Descodificador de canal: caracteristicas

* O descodificador:
1. recebe a palavra y (possivelmente com erros)

2. estima a palavra de codigo  que Ihe deu origem
3. estima a mensagem m

T =argmin, dH(y,z;),Vx; € C

Descodificador
y —» >
de canal ~ ~
r— m
Funciona num dos modos: Um critério possivel
1. deteccao

2. correccao
3. deteccao e correccao

. ®  Seapalavra recebida y nédo pertence ao codigo, houve erro(s)
L 29
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Codificacao / descodificacao

« O codificador gera as palavras de codigo atraves da matriz geradora
G, com

c=mxG

 No caso dos codigos sistematicos temos G = [ I, .| P ] sendo P a sub-
matriz geradora de paridade.

« A matriz de controlo de paridade H definidapor H=[PT |1 ]
permite verificar se existem erros na palavra recebida c, através do
calculo do sindroma (conjunto de sintomas)

s=cx HT
« (Caso s seja nulo, ndo se detectam erros

e (Caso contrario, existem erros detectados

ISEL - DEETC -
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Codificacao / descodificacao

« Codificacao e descodificacao matricial

« Na codificacdo temos

c=mxG=[I|P]=[m,m .. m byb;..by,],
de forma a obter a concatenacdo k bits mensagem | g bits de paridade.

« Na descodificacao e necessario obter os bits de mensagem, recalcular a
paridade sobre estes e comparar com os bits de paridade enviados

 Paratal usa-se a matriz de controlo de paridade H=[P"| I, ] no
calculo do sindroma

s=cH =mGH" =m[l, Pl & |=[s;S """ S,.]

ISEL - DEETC -
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Descodificacao

« O sindroma é um vector de g bits (HT tem dimensdes n x q).

« Cada bit do sindroma corresponde a verificacao da presenca de erros no
respectivo bit de paridade

« Na auséncia de erros temos sindroma nulo porque GHT sdo ortogonais

P

Iq

 Erros sdo detectados sempre que o sindroma néo é nulo

s=CH'=mGH'=m[l, P] . [=[00---0]

« O valor do sindroma so depende do padrao de erro e; ndo depende da
palavra de codigo

s=(c+e)H" =cH' +eH" =[00---0]+eH" =eH".

ISEL - DEETC -
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Descodificacao

« Cada padréo de 1 bit em erro, tem um sindroma unico associado

Sejam os padroes de erro
« e1=[10.... 0], que corresponde ao primeiro bit errado

« e2=[01.... 0], que corresponde ao segundo bit errado

Para uma palavra de codigo ¢ temos
s, =e,H" =primeira linha de H".
s, =e,H' =segundalinha de H".

As linhas de HT sdo sempre ndo nulas

ISEL - DEETC -
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Descodificacao: deteccao

Processo de descodificagcao em modo detec¢ao (ARQ)
lc

Calculo do _ .

Sindroma s :> s=cxH

Caso s seja nulo, ndo se detectam erros

Caso contrario, existem erros detectados

NO

I nulo

E necessario que o SCD
LErros detectados. g

Pedir :> possibilite este pedido
de retransmissao

retransmissao.

MNao se
detectam erros.
Obter mensagem,




" J
Descodificacao: correccao

lc
Calculo do
Sindroma s

Erros
detectados.

Mao se
detectam erros,

.

Obter padriio de erro
(consulta i tabela de
sindromas e padrdes de erro}

Processo de descodificacao
em modo correccao (FEC)

ﬂ Mecanismo de

Le

Aplicar correcgio

Obter mensagem.

=2

-~
c=cte

correccao
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Descodificacao: correccao

Mecanismo de correccéo: exemplo para o codigo
Hamming (7,4)

Matrizes geradora G e de teste de paridade HT

. Consulta a
i—h Zﬂ:}:’k’n?ﬂ 5_._ tabela de ﬁit:dt'ﬂl‘l'lﬂﬂ L>®—c>- Obter mensagem Lh-
4 e padrdes de erro
T“ (011 ]
] ] 110
1000 011 101
G 0100 110 H' =111
10010 101 100
0001 111 010
) - 001
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Descodificacao: correccao

Tabela de sindromas para o codigo Hamming(7,4)

O cbdigo tem 23=8 sindromas: sindroma nulo -
auséncia de erro; 0s outros 7 correspondem aos
padroes de um bit em erro por palavra

011 000 0000000 Auséncia de erro
110 011 1000000 1.° bit em erro
101 110 0100000 2.9 bit em erro
H™ =(111 101 0010000 3.2 bit em erro
100 111 0001000 4.° bit em erro
010 100 0000100 5.9 bit em erro
001 010 0000010 6.° bit em erro

001 0000001 7.° bit em erro
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Descodificacao: correccao
000 0000000

Sejam as palavras de codigo 011 1000000
C, = [1 000 011] 110 0100000
' _ I 101 0010000
c,=[0011 010] 111 0001000
Sejam as palavras recebidas no descodificador 100 0000100
y,=Cc,+ [1000000]=[0000011] 010 0000010
y,=C,+ [0010000]=[0001010] °°F %%
y.=C;+ [1100000]=[]0100011
Os sindromas obtidos sdo ﬁ

s;=y,H'=[011

Sy = yZHT = :1 0 1: Dois erros na
S, = Y3HT — :l 0 1: palavra




Descodificagao: correcgao o

Os padroes de erro associados sao

e, =[1000000
e,=[0010000
e,=[0010000

As palavras estimadas sao
c,=Yy,+e,=[0000011]+
c,=y,+e,=[0001010]+
C;=Yy;+e;=[0100011]+

100000 0]
001000 0]

001000 0]

As mensagens obtidas apos correccao

m,=[0110] ¢===

011
110
101
111
100
010
001

1000 011]
0011 010]

0110 011]

0000000
1000000
0100000
0010000
0001000
0000100
0000010
0000001

Os dois erros na palavra implicaram
erro apos correccao (t=1)



Comparacao de codigos

Analise comparativa de codigos: ritmo e capacidades de
deteccao e correccao de erros.

Caodigo R=k/n| dmin | Detectal | Corrige t
Repeticao (2,1) 0.500 2 1 0
Repeticao (3,1) 0.333 3 2 1
Repeticdo (4,1) 0.250 4 3 1
Repeticéo (5,1) 0.200 5 4 2
Paridade (3,2) 0.666 2 1 0
Paridade (8,7) 0.875 2 1 0
Hamming (7,4) m=3 0.571 3 2 1
Hamming (15,11) m=4 0.733 3 2 1
Hamming (31,26) m=5 0.838 3 2 1
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Aplicacoes

Comunicacao série assincrona
= 1 bit de paridade por cada byte

Memoérias RAM

= 1 bit de paridade por cada byte
= mais do que 1 bit de paridade - ECC (Error Correcting
Code) RAM

Teletexto
= Hamming (8,4) - extensao do Hamming (7,4)

Discos rigidos
m Alguns usam codigo de Hamming — existem bits de
paridade por cada sector

41
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Aplicacoes

RAID (Redundant Array of Independent Disks)
= RAID 1 — mirroring; codigo de repeticdo
= RAID 2 - Hamming system; no caso do Hamming (7,4) usa
7 discos rigidos (4 dados + 3 paridade)
= RAID 3 - parallel transfer with parity drive; usa codigo bit
de paridade, no qual existem varios discos de dados e um
de paridade

Bluetooth (comunicacdo sem fios)
m Usa codigo de repeticdo (3,1) - packet header
= Usa Hamming modificado (15,10) - application data

ISEL - DEETC - 42
Comunicagdes




" A
Bibliografia
Folhas de apoio
m A. Ferreira, Codigos detectores e correctores de erros,

disponivel na pagina da unidade curricular
http://www.deetc.isel.ipl.pt/sistemastele/cm/

Livro

m J. Moreira and P. Farrell, Essentials of Error-Control
Coding, 2006, John Wiley and sons.

ISEL - DEETC -
Comunicagdes

43


http://www.deetc.isel.ipl.pt/sistemastele/cm/Bibliografia/Tutorials/Codigos.pdf
http://www.deetc.isel.ipl.pt/sistemastele/cm/
http://www.deetc.isel.ipl.pt/sistemastele/cm/

