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Motivagao e Objectivos

Este documento tem como objectivo apresentar o procedimento de Gram-Schmidt, como método
sistematico de obtencao de base ortonormada para determinado conjunto de sinais. Comeca-se
por resumir as propriedades dos vectores, realizando de seguida o mapeamento entre sinais e
vectores. Apresenta-se o procedimento como um algoritmo que manipula sinais como vectores.
Apresentam-se exemplos de calculo de bases ortonormadas, com a respectiva interpretacao
vectorial. Utilizam-se sinais continuos de energia e discretos de poténcia como exemplos.
Exploram-se conceitos da analise de sinais como vectores, tais como: a norma, o produto
interno, angulo relativo e projeccao. Da-se énfase a exploracao das propriedades das bases
ortonormadas e dos coeficientes de projeccao sobre as mesmas. No final sugerem-se exercicios
de aplicacao destes conceitos.
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1 Resumo da analise de sinais como vectores

Nesta seccao introdutoéria resumem-se conceitos da analise de sinais como vectores, utilizados
ao longo do restante documento. Tratando-se de um resumo, nao dispensa a consulta da
bibliografia recomendada sobre este topico.

Introduzem-se conceitos matematicos genéricos sobre vectores e em seguida estabelece-se a
relagao entre estes conceitos matematicos e as propriedades fisicas dos sinais.

1.1 Conceitos basicos sobre vectores
1.1.1 Produto interno

Da analise vectorial resulta que o produto interno é uma medida de semelhanca entre vectores.
Sejam 7 e i dois vectores com N elementos (coordenadas) tal que:

fz[ﬂﬁ,[[‘g,...,l’]\[} g:[y17y27"'7yN] (1)

O produto interno entre estes dois vectores esta definido da seguinte forma:

(#,3) = >_ z[n]y[n] (2)

O calculo do produto interno consiste no produto ponto a ponto dos dois vectores seguido da
soma de todos esses produtos. Expresso na forma matricial tem-se:

(Z,9) = zy" (3)

Quando o produto interno entre dois vectores é nulo, estes dizem-se ortogonais (ou perpendic-
ulares).

1.1.2 Norma

A norma (comprimento) do vector é definida em funcao do produto interno:

12| = (%,2)2 = /(& Z = J22[1] + 22[2] + ... + 22[N] (4)

Atendendo a definicao de norma tem-se que o produto interno entre dois vectores também
pode ser escrito na forma:

(7, 4) = [|Z]] 1|4]] cos(Ouy) ()

O produto interno de um sinal consigo mesmo resulta em:
(7, 2) = ||Z]] [|2]] cos(0) = ||z]]* (6)
1
1.1.3 Angulo Relativo
Por sua vez, o angulo relativo entre dois vectores obtém-se a partir do produto interno:
(7,9) >
O, = arccos <H (7)
Y 121 1]91]
s

Vectores ortogonais (perpendiculares) apresentam um angulo relativo de 7. Quanto menor for
o valor do angulo relativo mais préximos (semelhantes) sdo os vectores.



Figura 1: Ilustracao da projecgao de vectores.

1.1.4 Projeccao vectorial

A projecgao de um vector sobre outro é um conceito fundamental na manipulagao de vectores
sobre uma base vectorial. Considere a figura 1 onde se ilustra a projecgao do vector & sobre o
vector 7. Analisando a figura, podemos definir o vector projeccao de T sobre 3 como:

Ty = ay (8)
indicado que 7 e ¥ sao colineares. Por sua vez o vector € é definido como:
T=0y+e€4+=€=T -1 (9)
Verifica-se também que € é ortogonal a ¥
(€,5)=0 (10)

O coeficiente de projecgao « traduz a porgao do vector ¥ que se projecta sobre o vector .
Vamos determinar a expressao genérica deste coeficiente de projeccao, utilizando conjuntamente
as equagoes (8), (9) e (10).

(11)

Tendo em conta a equagao (5) tem-se que o coeficiente de projec¢ao da equagao (11) pode
ser escrito na forma:

_ @) _ 17 19l cos(Ory) _ [IZ]] cos(Ouy)

_ @ _ _ llal] co (12
170k 191> 1911
No caso do vector 7 ter norma unitdria, ||7]| = 1, o cdlculo do coeficiente de projeccao é
simplificado:
a = (7,9) (13)
a = [|Z[| cos(Oqy) (14)

1.1.5 Base vectorial

A um conjunto de N vectores ortogonais entre si dd-se o nome de base vectorial (ou base
ortogonal). Considere o conjunto ® = {®y, ®y, ..., Px} com N vectores ortogonais (os vectores
de base). Este conjunto gera um espago vectorial de dimensao N. Qualquer elemento Z, desse



espago (ou seja, um vector com N coordenadas) pode ser escrito na forma de combinagao linear
dos vectores de base:

N
T = Zak®k2a1@1+a2®2+...+a1\[®]\[ (15)
k=1

Os coeficientes « da combinacao linear resultam da projecgao do vector ¥ sobre os N
vectores de base:

7, @,
oy = T2 (16)
|||
1.1.6 Base ortonormada
Considere o conjunto de vectores ortogonais ¢ = {Cﬁl, 52, ey cID’N} Se para além de ortogonais

entre si, todos estes vectores possuirem norma unitaria a base diz-se ortonormada (ortogonal
+ normalizada), tal como expresso na equagao (17).

1, m=1

@Wéo_{a mt (17)

Nesta situacao, os coeficientes de projecgao sao calculados, de acordo com a equagao (13),
ou seja:
ap = (f, (I)k;) (18)

1.1.7 Propriedades dos coeficientes de projecgcao

Quando se projecta um vector sobre determinada base ortogonal ou ortonormada os coeficientes
de projeccao descrevem univocamente o vector. Sao as coordenadas do sinal nesse espaco
vectorial. Considere os vectores ¥ e i escritos sobre a mesma base ortonormada:

N N
= apPy =Y B (19)
k=1 k=1

Assumindo que os coeficientes de projeccao ay e (i sao reais, tem-se que o produto interno
(%, ) é dado por:

N N N
(7, y) = (Z aPp, Y ﬂkq)k) = > b (20)
k=1 k=1 k=1

Por outro lado calculando o produto interno do vector consigo préprio, tem-se:
N N N
(Z,7) = (Z P, Y 0%‘%) = i = ||z|? (21)
k=1 k=1 k=1

1.2 Relacao entre sinais e vectores

A operacao de produto interno estd definida para todos os tipos de sinal, tal como se apre-
senta na tabela 1, considerando sinais reais. Sobre o produto interno de sinais continuos de
poténcia observe que o valor de T é o minimo muiltiplo comum entre os periodos dos dois sinais:
T = mme(T,,T,). O mesmo se passa para sinais discretos de poténcia: N = mmc(N,, Ny).

Realizando o produto interno de um sinal consigo mesmo, tal como indicado na tabela 2,
conclui-se que:



Tipo Continuo Discreto
Energia | [Z, z(t)y(t) dt | 52 _o x[n]y[n]

Poténcia | = f) z(t)y(t) dt | + X2 zn]yn]

Tabela 1: Definicao do produto interno para os quatro tipos de sinal com amplitudes reais.

Tipo Continuo Discreto
Energia | E, = [* 2%(t) dt | E, =32 x?[n]
Poténcia | P, = & [ 2%(t) dt | P, = & SN 2% [n]]

Tabela 2: Produto interno de um sinal consigo proprio.

e se o sinal é de energia, obtém-se o valor da sua energia: F,;
e se o sinal é de poténcia, obtém-se o valor da sua poténcia: P,;

Tendo em conta a equagao (6) conclui-se que a ligagao entre sinais e vectores ¢é estabelecida
entre a energia/poténcia do sinal e a norma do vector.

(z,2) = ||z||* = E,, tipo energia. (22)

(z,2) = ||z||* = P,, tipo poténcia. (23)

Ou de outra forma, tem-se que o comprimento (norma) do vector que representa o sinal é
a raiz quadrada da sua energia, caso o sinal seja do tipo energia, ou entao a raiz quadrada da
sua poténcia caso o sinal seja do tipo poténcia.

||z|| = \/ Ex, tipo energia. (24)
l|lz]| = / P, tipo poténcia. (25)

Por sua vez, o angulo relativo entre vectores descreve o desfasamento entre sinais.



2 Procedimento de Gram-Schmaidt

O procedimento de Gram-Schmidt tem como finalidade obter uma base ortonormada onde se
representa, sem erro de projeccao, determinado conjunto de sinais. Os sinais podem ser de
qualquer tipo: energia ou poténcia nos dominios continuo e discreto, dado que sao analisados
como vectores.

2.1 Definicao

Nesta secgao apresenta-se o procedimento(algoritmo) em duas versoes:

e discriminada, onde se evidenciam as propriedades do algoritmo passo a passo;

e compacta, em que se ilustra a simplicidade do algoritmo.

2.1.1 Forma discriminada

Entrada: conjunto de M sinais(vectores) com norma nao nula {si, ss, ..., Sy}
Saida: conjunto de N (< M) sinais(vectores) que formam uma base ortonormada {®1, ®,, ..., Py}
onde é possivel representar os M sinais(vectores) de entrada sem erro de projeccao.

1. Escolher um sinal de entrada (s; por exemplo) e efectuar a sua normalizac¢do, obtendo o

primeiro sinal da base: ®; = Hzill;

2. Escolher outro sinal de entrada (ss por exemplo) e calcular a projecgao sobre o sinal de
base @1 : an; = (82, P1). Definir o sinal auxiliar de erro gy = s5 — a1 P;. Dado que gy é

ortogonal a ®, obtém-se o segundo sinal de base: ®, = Hiz\l’ se ||ga|| # 0;

3. Escolher outro sinal de entrada (s3 por exemplo) e calcular a projecgao sobre os dois

sinais de base existentes: ag; = (s3,P1) e azs = (s3,Ps); Define-se o sinal de erro
g3 = s3 — a31P1 — azaPo; Tendo em conta que g3 é ortogonal a &, e ®, obtém-se o terceiro
sinal de base ap6s normalizagao: @5 = 2, se l|lgs|| # 0;

4. Proceder como no ponto anterior até considerar os M sinais de entrada.

No ponto 2 do algoritmo afirma-se que g5 e ®; sao ortogonais. Apresenta-se aqui a demonstragao
desse facto.

(927 ‘1)1) = (52 — a9 Py, (I)l) = (52; (I)l) - (0421(1)1, CI)I) =

(82, (Dl) —Q91 (‘1)1, (I)l) = g1 — g1 =0 (26)
—— f
Q21

De forma idéntica, no ponto 3 indica-se que g3 é ortogonal a ®; e 5. Demonstram-se de
seguida estas ortogonalidades.

(93, ‘1)1) = (83 — 3P — 0432q>2,q)1) =

(83, CI)1) —Q3; ((I)h (1)1) — Q32 (@27 (1)1) =gy — oz =0 (27)
a3l 1 0



(937 @2) = (83 — 31D — a3 Po, (132) =

(53, (bz) —Q3] (@17 CI)2) —Q39 ((132, Cbz) =z —azxp =0 (28)
Q32

2.1.2 Forma compacta

Entrada: conjunto de M sinais(vectores) com norma nao nula {si, sg, ..., Sy}
Saida: conjunto de N (< M) sinais(vectores) que formam uma base ortonormada {®1, ®o, ..., Py}
onde é possivel representar os M sinais(vectores) de entrada sem erro de projeccao.

Os vectores @, que constituem a base ortonormada sao obtidos pela normalizacao dos
vectores g:

g
O =" gl £0 (29)
N9k ]]

Os vectores g sao obtidos da seguinte forma:
e g, =5 dé origem ao primeiro sinal de base;

® Gk = Sk — o (Sk7 (I)m)q)m = Sk — 71?,—;:11 A P 2<k<M

m=1

2.2 Propriedades do procedimento

O procedimento de Gram-Schmidt, garante a obtengao de uma base ortonormada que representa
sem erro de projeccao determinado conjunto de sinais de qualquer tipo, ou seja, de energia ou
poténcia nos dominios continuo e discreto. Esta generalizacao para qualquer tipo de sinal é
conseguida através da andlise de sinais como vectores.

A dimensao da base obtida (ou seja, o nimero total de sinais que a constituem) é a menor
possivel. Os sinais constituintes da base variam consoante a ordem pela qual sao analisados os
sinais de entrada.

2.2.1 [Ilustracao das propriedades

Considere o exemplo apresentado na figura 2 em que sao dados M = 3 sinais de entrada para
a aplicacao do procedimento. Analisam-se os seguintes casos:

(1) Os trés sinais de entrada s;, s e s3 sdo colineares; a base obtida terd N = 1 sinal; a
projeccao dos sinais na base tem a forma:

.51 = a1 Py
. S = g1 Py;
. 83 = a3 Py

ou seja, apenas com um sinal de base exprimem-se os trés sinais de entrada;

(2) Dois sinais colineares s; e sy e 0 terceiro, s3, é ortogonal a estes dois; a base obtida terd
N = 2 sinais; um sinal de base exprime s; e s9; 0 outro sinal de base exprime s3:



=1 N=2 N=2 N=2
e)) 2 (3 4) (5)

Figura 2: Tlustracao da dimensao da base obtida em 5 casos diferentes.

51 = a1 Py;
S9 = g1 Py;
53 = r3pDo;

(3) Dois sinais ortogonais s; e sy e o terceiro, s, é expresso pela combinacao linear desses
dois sinais: s3 = sy + (3s9; a base obtida tera N = 2 sinais que resultam da normalizacao
de s1 e sg9; 0s sinais de entrada serao expressos na forma:

s1 = a1 Py;
Sy = QaPo;
s3 = 31 Py + a3 Po;

(4) Existem dois sinais nao colineares s; e sg e 0 terceiro, s3, é expresso pela combinagao
linear desses dois sinais; a base obtida tera N = 2 sinais;

(5) Os trés sinais sao ortogonais, ou seja, constituem base ortogonal; a base ortonormada
também terd N = 3 sinais; os sinais de base sao obtidos pela normalizacao dos sinais de

entrada: {®; = 27, &y = 22 O3 = 2. 1; 0s sinais de entrada serdo expressos na forma:
[[s1]]” [[s2]]” I[s3l[
51 = a1 Py;
Sg = Qo Py;
53 = r33P3;

2.3 Interpretacao vectorial

Apresenta-se agora a interpretacao vectorial da aplicacao do procedimento sobre dois sinais s;
e so, representados aqui através de vectores, na figura 3.

S

Figura 3: Vectores s; e s, a analisar.

Note que os sinais s; e s, nao sao colineares!, pelo que serd necessario obter dois sinais
(vectores) para a base que os representa, designados por p; e po, tal como representado na

1O angulo relativo Oy, 4, nio é zero.



figura 4. No primeiro caso considera-se s; como primeiro sinal, pelo que p; e s; s@o colineares
e sy tem projeccao nao nula em p; e po:

® 51 = ||51Hp1;

o 5o = aoip1 + |]g2||p2;

No segundo caso, em que se considera primeiro o sinal sy tem-se que s, e p; sao colineares,
dado que p; resulta da normalizacao de s,. O sinal s; projecta-se sobre p; e po.

o 51 = anp + ||92|pe2;
® Sy = ||52Hp1;

Desta forma verifica-se que os vectores de base obtidos, sao diferentes nas duas situacoes, tal
como os coeficientes de projeccao associados a cada sinal.

1° caso

Gram-Schmidt
i — P,

SZ

\L/vs] pz\/

Sinal s, seguido de s, P,
2° caso S,
Gram-Schmidt P, s, P
—
Sinal s, seguido de s, 4‘
b,

Figura 4: Vectores originais s; e sy e de base p; e po, obtidos em duas aplicacoes diferentes do

P
b,
procedimento de Gram-Schmidt.

2.4 Exemplos de aplicagao

Nesta secgao apresentam-se exemplos da aplicagao do procedimento a diferentes tipos de sinal:
continuos de energia e discretos de poténcia.

2.4.1 Sinais continuos de energia

Considere os pulsos rectangulares s;(t) e so(t) (sinais continuos de energia), apresentados na
figura 5, cujas expressoes analiticas (compactas) sdo as seguintes:

st =211 (3) w0 =11(") (30)

Vamos utilizar o procedimento e obter os sinais de uma base ortonormada que representa
sem erro estes dois sinais. Comeca-se por analisar os dois sinais, representando-os através de
vectores. Em seguida aplica-se o procedimento e verificam-se os resultados.

Normas de s;(t) e sa(t)

') 2
ES:/ 2tdt:/ 922 gt — 16 —JE. =i6=4 31
= [ swa=[ ~ flll = /B = VI (31)



A (t) A s, (1)

\4

v

Figura 5: Sinais continuos de energia s;(t) e sa(t).

o0 4
o= [ s di=[1d=14 — |sll= B, =vi=2 (32)

Produto interno entre s;(t) e sa(t)

(s1,82) = /OOS()SQ dt = /th 4

Angulo relativo entre s;(t) e sy(t

81732
[Isa]] [[s2]]

Oy, s, = arccos <

$;

=2
s, /< -

lsll=4 S

)
1 s
) arccos ) = arccos (2) =3 rad = 60° (34)

Figura 6: Representagao de s1(t) e so(t) através de vectores.

Tendo em conta esta representacao vectorial, nomeadamente o angulo relativo, verifica-se
a partida que sdo necessarios dois sinais de base para realizar a representacao de s1(t) e so(t)

sem erro de projeccao.

Aplicagao do procedimento

1. Primeiro sinal de base

Este é o primeiro sinal de base: ®4(t).

2. Segundo sinal de base
21
o1 = (32, @1) dt =1
0

i (6) = 52(1) — o) = 5t) — 00(6) = T (5

—_———
p21(t)

(35)

(36)



\/

-2 0 2

Figura 7: Primeiro sinal de base ®4(t).

et)=14 3 0<t<2 (37)
1, 2<t<A4

P, (©

N s,(V) ] Rel _ N
1 11
0.5
0.5
0 4 t> -2 0 2 : 2 0 2 4 t>
-0.5

Figura 8: Célculo do sinal de erro go(t).

Normalizando o sinal de erro go(t), obtém-se o segundo sinal de base: ®o(t).

0 12 212 4
En= [ (=5) @+ [ (5) dt+ [ 12d=3 = Jigll=\E.=v3 (9

1
“aa 2sts0
gt el )
q)Q(t)—m—\/g— 23 0<t<2 (39)
1
75 2<t<4

Desta forma, tem-se a base completa com dois sinais ®;(t) e ®o(t), apresentados na figura
10.

Confirmacao dos resultados

Os sinais obtidos formam base ortonormada se todos sao ortogonais entre si e possuirem norma
unitaria.

@) ={ 7 ] (40)

10
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Figura 10: Sinais de base: ®1(t) e ®o(t).
Os sinais da figura 10 verificam esta condi¢ao, como a seguir se demonstra:

@u(t). 01(0) = o, =0l = [~ @ty a= [0 (D) a=[la=1r @

- -2 -2

(@2(1), (1)) = Bo, = ||0a]* = [~ 03() dt =

L ) w8 aee e
o:o D1 (t)Px(t) dt:/o2 @) (—2\1/§> dt+/02 (;) (2\1/§> dt

(@1(0), @2(0)) = [
- <_4\1/§>2+<4\1/§>2:0 (43)

Os coeficientes de projeccao dos sinais s1(t) e sa(t) obtidos ao longo do procedimento e
apresentados nas equagoes (35), (36) e (38), permitem exprimir estes sinais a custa dos sinais

de base:

1) = lslfonlo) + om0 = sl 0| i) | =t ol 0]

11



sat) = o) + [li0alt) = oo Nl | 60} | =1 V][ )| a9

Apés a confirmacao de que a base é ortonormada, vamos confirmar os coeficientes de pro-

jeccdo dos sinais sq(t) e so(t). Realizando as operagoes indicadas nas equagoes (44) e (45)

obtém-se os sinais originais s1(t) e so(t). Por outro lado, os coeficientes de projeccao sobre base

ortonormada tém determinadas propriedades que podem ser utilizadas para a verificacao da

correc¢ao do seu valor. Nomeadamente, tal como descrito na equagao (21), a energia do sinal
pode ser calculada pelos coeficientes de projeccao, da seguinte forma:

2
Ey =3 ol = |lsi|* = 4* = 16 (46)
k=1
2
ES?:Zagk:agl‘i_ng’P:12+(\/§)2:1+3:4 (47)

k=1

Por comparacao com as equagoes (31) e (32) verifica-se a correcgao dos valores dos coeficientes.
Os coeficientes de projeccao também podem ser utilizados para calculo do produto interno:

2
(51,82) = > ooy = 4.1+ 0.3 =4 (48)
k=1

Este célculo é confirmado pela equagao (33).

2.4.2 Representacao vectorial

A representagao vectorial dos sinais sq () e sa(t) sobre o sistema de eixos formado pelos sinais
de base apresenta-se na figura 11.

0))
Gl 48

N V_En

P

Figura 11: Representacao vectorial dos sinais s1(t) e so(t) sobre o sistema de eixos formado por
q)l(t) € (I)Q(t)

Sobre a representacao vectorial, note que o angulo relativo entre s;(t) e sy(t) pode ser
calculado através de:

3
Og,s, = arctan ({) = g rad = 60° (49)

obtendo-se o valor apresentado na equagao (34).
A figura 12 representa estes quatro sinais como vectores.

12



Figura 12: Representagao vectorial conjunta dos sinais s;(t), sa(t), ®1(t) e $o(t).

2

O]

2.4.3 Exemplo de outra base ortonormada

Note que a base apresentada na figura 10 é uma base ortonormada sobre a qual é possivel
representar os sinais s1(t) e s2(t) sem erro. Outra base ortonormada seria obtida se o sinal s (1)
fosse considerado em primeiro lugar na aplicacao do procedimento. Outro exemplo de base
ortonormada adequada a representacao, sem erro, destes sinais é apresentada na figura 13.

Sl

Figura 13: Base ortonormada onde é possivel representar sem erro s;(t) e so(t) .

\ 4
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Note que esta base é ortonormada (cumpre a definicdo apresentada na equagao 40), com
dimensao 3, ou seja, é constituida por trés sinais. Com a aplicacao do procedimento de Gram-
Schmidt obteve-se uma base com dimensao 2, ou seja, com dimensao minima, tal como sugerido
pela representacao vectorial da figura 3.

Sobre esta base, de dimensao 3, os sinais s1(t) e so(t) possuem trés coeficientes de projecgao

que sao os seguintes:
Projeccao de s;(t):

Projecgao de ss(t):

11 = Proje, S1 — 31;

Q3 = Projo, S = (s2,P3) =

si(t) = [2v2 2v2 0

/ 2—dt_2\/_

2 1
Q12 = Proje, S1 = (51,@2) = /0 QW dt = 2\/§

=0
1(t)
2(1)

(t)

3

~—

13 = Proje, S1 = (31, O

hAlL=)
~

Qg1 = proje, Sz = (s2,P1) =0

Qigg = Proje, Sz = 32,(1)2 :/ =

%\

\
%\
||
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Dy ()
sot) = [0 V2 V2] | ®a(t) (57)
O3 (1)
Efectuando a verificagao dos valores das energias e do produto interno com estes coeficientes
de projeccao tem-se:

E,, Zgj al, = (2v2) + (2v2)? = 4.2 + 4.2 = 16 (58)

Ziagkz(\/?)2+(ﬂ)2=2+2=4 (59)

81, 52 Z A1) = 2\/_><\/_) (60)
Confirmando os valores obtidos anteriormente.

2.4.4 Sinais discretos de poténcia

Apresenta-se agora outro exemplo de calculo de base ortonormada para trés sinais discretos
periédicos (tipo poténcia):

e s1[n] =2cos (gn) uln]
e s9[n] = sin (%n) uln]
e s3[n] = (14 cos(mn))u[n]

apresentados na figura 14.

s,[n] s,[n] s,[n]

ook whorpeis horked

-2

- N=2
N=4 N=4

Figura 14: Sinais periédicos discretos s1[n|, sa[n] e s3[n].

Normas de s;[n], sz[n] e s3[n]

Po= e (Sn) = (4 (-2) =2~ sl =R =v2 ()
P, = i S 4sin’ (gn) - i (124 (-1)?) = ; — sl = /Py, = \}5 (62)

P, ; Z:O (14 cos(mn))? = ;(22) =2 ||sa]| = \/7 V2 (63)



Produtos internos: (s;,sz), (s2,83) € (s1,s3)

(51, 5) = jl > silnsaln] = i(z.o 4 01— 2040.(=1)) =0 (64)
(59, 55) = i > slnlsaln] = 411(0‘2 410402+ (—1).0) =0 (65)
(51, 55) = i S suln]ssln] = 411(2'2 +0.0+(=2)2+00) =0 (66)

3
Il
=)

Angulos relativos
Os trés sinais sao ortogonais entre si, pelo que todos os angulos relativos valem 7.
Calculo da base ortonormada
Dado que os trés sinais sao todos ortogonais entre si constituem base ortogonal. Para obter
uma base ortonormada, a partir da base ortogonal, basta normalizar cada um destes sinais,
nao sendo necessario aplicar o procedimento de Gram-Schmidt?:

_siln]  s[n]  2cos (gn) uln] B T
®q[n] = sl - V3 7 = 2005(2n> uln] (67)
n| = san] _ saln] _ i (§n> uln] = sin zn un

Dyln] = s3[n]  s3[n] 1+ cos(mn)u[n]

1
= sl = 2 NG = <\/§ cos(wn)) uln] (69)

Projecgao dos sinais s;[n], sz[n| e s3[n]
Os sinais s1[n], sa[n] e s3[n| sdo escritos sobre esta base ortonormada {®4[n], ®3[n], P3[n|} da
seguinte forma:

_ Py[n]
s1[n] = V201 [n] + 00s[n] + 0®3[n] = [VZ 0 0] | s[n] (70)

1 - 4 [n]
sa[n] = 0®q[n] + EQDQ [n] + 0®3[n] = _0 O]

Sl

ss[n] = 001 [n] + 0Ds[n] + V2Ps[n] = [0 0 V2| | Bs[n] (72)

A correccao dos valores destes coeficientes é facilmente verificada através do cédlculo da

poténcia realizando de seguida a comparacao com os valores apresentados nas equagoes (61),
(62) e (63).

Py, = ; ol = (V2)* =2 (73)

2A aplicacdo do procedimento ird conduzir ao mesmo resultado.
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P, = 23: |oi|? = (\@)2 =3 (74)

Py =) Jan/* = (vV2)? =2 (75)

Figura 15: Representacao vectorial conjunta de s1[n], sa[n], ss[n], ®1[n], ®2[n] e ®3ln].

Projeccao do sinal s4[n] = 2s;[n] + 3s3[n] na base ortonormada

Tendo em conta que os sinais sq[n] e s3[n| sdo completamente expressos pela base ortonor-
mada, tal como se verifica pelas equagoes (70) e (72) tem-se imediatamente a projecgao do sinal
S4[nl:

(I>1[n]
sa[n] = 2s1[n] + Bsa[n] = 2 V2P [n] +3 V2Ps[n] = [2v2 0 3?2 %ﬂ (76)

s1[n] s3[n]

Utilizando o célculo dos coeficientes de projeccao e projectando sobre todos os sinais de
base tem-se:

Q1 = pTOjcpl Sq4 = (84, (I)l) = (281 + 383, (I)l) = 2(81, (I)l) + 3(53, (I)l) = 2\/5 +3.0= 2\/5 (77)

Qo = Projo, Sq = (S4, P2) = (251 + 3s3, o) = 2(s1, P2) + 3(s3,P2) =2.0+3.0=0 (78)
(3 = proju, si= (54, P3) = (281 + 3s3, B3) = 2(s1, P3) + 3(s3, ®3) = 2.0 + 3v2 = 3v2 (79)

Obtendo-se os mesmos coeficientes relativamente a equacao (76).
A figura 16 representa os sinais si[n], san|, ss[n], sin|, ®1[n], ®2[n| e P3[n] através de
vectores.

Exercicios relacionados com os sinais apresentados no guia

1) Confirme a correcgao dos coeficientes de projecgao do sinal s4[n|. Calcule a poténcia do
sinal e confirme este valor através dos coeficientes de projeccao obtidos;

2) Calcule os produtos internos (sg,s1), (S4,52) € (s4,s3) utilizando a defini¢ao. Realize o
mesmo calculo com os coeficientes de projeccao e confirme os resultados obtidos.
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Figura 16: Representagao vectorial conjunta de si[n], sa[n], ss[n|, sa[n|, ®1[n], P2[n] e ®3[n].

3) Qual a base obtida pelo procedimento de Gram-Schmidt se fossem apresentados os sinais
s1[n], s2[n], ss[n] e s4n| e considerados por esta ordem?

4) Projecte os sinais z(t) e y(t) na base da figura 10; verifique se existe erro de projecgao e
caso exista apresente a solucao para este problema.

a=1I1(51)  wo=T("7")

5) Demonstre a equagao (20).

Exercicios gerais

1) Obtenha uma base ortonormada onde seja possivel representar, sem erro, os seguintes
sinais:

a[n] = 3(u[n] —u[n—4]) bn] = uln—2]—uln—4] c[n] = uln—2]—uln—8§]

2) Calcule o angulo relativo entre os sinais x(t) e y(t):

z(t) = Acos(2m ft + ) y(t) = Beos(2mft + [3)
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