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Motivacao e Objectivos

Este documento tem como objectivo apresentar os conceitos bdasicos sobre sistemas lineares e invariantes no
tempo, leccionados na disciplina de Teoria dos Sinais e dos Sistemas. Analisam-se sistemas lineares e invariantes
em tempo discreto e continuo. Apresenta-se a convolucao linear discreta, a convolucao linear continua e algumas
propriedades mais relevantes. Os sistemas continuos sdo também analisados no dominio da frequéncia, através
da resposta em frequéncia. Trata-se o conceito de filtragem e exemplifica-se a sua aplicagdo. A consulta deste
documento néo substitui a bibliografia recomendada [1, 2, 3, 4, 5].
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1 Introducao

Este documento resume os conceitos de sistemas continuos e discretos tratados na disciplina de Teoria dos
Sinais e dos Sistemas, posteriormente utilizados na disciplina de Processamento Digital de Sinal I. Na seccao 2,
apresentam-se os conceitos de sistema e de sistema linear e invariante no tempo. Abordam-se sistemas continuos
e discretos e trata-se a convolucdo linear discreta e continua. Na seccio 3 analisam-se SLIT discretos e continuos,
nos dominios do tempo e da frequéncia. A seccdo 4 apresenta a andlise de SLIT através de MATLAB. Na seccéo
5 propoem-se exercicios e finalmente, a seccao 6 lista os enderecos de algumas paginas WEB que abordam estes
tépicos.

2 Sistemas e sistemas lineares e invariantes no tempo - SLIT

Define-se sistema como uma entidade que transforma um sinal (ou mais) noutro. Considerando sistemas com
uma, entrada e uma saida, do ponto de vista matematico tem-se

y = S(z),

em que x é o sinal de entrada, y é o sinal de saida e S é a funcdo que representa o sistema. Por exemplo, para
sistemas continuos, temos

enquanto que para sistemas discretos se verifica

A figura 2 apresenta o diagrama de blocos genérico de um sistema, na qual se evidencia que o diagrama é vélido
para sistemas discretos e continuos.

x(t) ... x[n] y(©) ... y[n]

Sao exemplos de sistemas continuos de uma entrada e uma saida as seguintes transformacdes:

o y(t) = 22(t).
o y(t) = lz(t)].
o y(t) = 2z(t).
o y(t) = 2x(t — 5).

Os mesmos sistemas no dominio discreto sdo dados por:

e y[n] =2z(t - 5).
Considerando sistemas com mais do que uma entrada temos, por exemplo:
e win] = az[n] + by[n] + cz[n].

o 2(t) = x(t) x y(t) + 1.

2.1 Linearidade e invariancia no tempo

Caso determinado sistema possua as propriedades de linearidade e invariancia no tempo, designa-se por sistema
linear e invariante no tempo (SLIT) [1, 2, 3, 4, 5]. Os SLIT constituem uma sub-classe dos sistemas.



2.1.1 Linearidade
Determinado sistema é linear se verificar
S(ayzy(t) + asza(t) + ... +anzn(t)) = a1 S(z1(t)) + a2S(z2(t)) + ... + anS(zn(t)), (1)

ou seja, a aplicacao do sistema sobre uma combinacao linear de sinais resulta num sinal de saida que consiste
na combinacao linear das respostas a esses sinais [1, 2, 3, 4, 5]. Verifica-se assim que a transformacéo sobre a
soma de sinais corresponde & soma das transformagdes individuais. A equagio (1) pode ser escrita de forma

compacta
N N
S (Z apTk (t)> = apS(i(t)). (2)
k=1 k=1

A figura 1 ilustra a linearidade, de acordo com a equagao (2). Os dois diagramas representam ambos os termos
da equacao (2).

ax, ()
X, (t y(®)
il SLIT >
ayXy () |
ax0 SLIT ay; ()
2%,V ay,(t) - l y(t)
—22, SLIT ,Qf/ >
a X (t t
Figura 1: Tlustracao da linearidade.
2.1.2 Invaridncia no tempo
Determinado sistema responde ao sinal de entrada z(t) com y(t) = S(z(t)). Caso o sistema seja invariante no
tempo, a sua resposta ao sinal z(t — b) é y(t — b) = S(z(t — b)), tal como se resume de seguida. Se
ﬂ?(t) \—), y(t):
s

entao
z(t — b) Ny y(t—0).
s
Verifica-se assim que o sistema responde com o mesmo sinal com o atraso (ou avanco) correspondente ao do
sinal de entrada. A figura 2 ilustra a invariancia no tempo.
Os SLIT constituem uma sub-classe dos sistemas, sendo caracterizados pela resposta impulsional e pela
resposta em frequéncia, discutidas nas secc¢des 2.2 e 2.5, respectivamente.



X(t) y(®)
B SLIT
2 6
0 1 t 0 1 t
A X(t-4) y(t-4) A
—_—> SLIT —>
2T 6
>
0 4 5 t 04 5 t

Figura 2: Tlustracao da invariancia no tempo.

2.2 Resposta impulsional

A resposta impulsional, tal como o nome indica, constitui a resposta do SLIT ao impulso [1, 2, 3, 4, 5].
Considerando um SLIT discreto, tem-se a defini¢do de resposta impulsional:

hin] = y[n], quando z[n] = d[n]. (3)
No caso de SLIT continuo, tem-se
h(t) = y(t), quando z(t) = §(¢). (4)

Verifica-se que a resposta impulsional é o sinal presente na saida do SLIT, quando na entrada se apresenta
o impulso unitario ou o impulso delta-dirac, para SLIT discreto e continuo, respectivamente. A resposta
impulsional caracteriza o comportamento do SLIT, relativamente aos ganhos e atrasos impostos ao sinal de
entrada. Considerando o SLIT discreto representado pelo diagrama de blocos da figura 3, a expressdo do sinal
de saida é

y[n] = 2z[n] — 3z[n — 2] + 5x[n — 3].

Aplicando a definicdo de resposta impulsional, apresentada na equacio (3) tem-se
hin] = 26[n] — 36[n — 2] + 5d[n — 3].

Relativamente a figura 3, note-se a correspondéncia entre os pontos da resposta impulsional e os blocos consti-
tuintes do SLIT.

2.2.1 Sistemas basicos

A tabela 1 apresenta respostas impulsionais de sistemas bdasicos. A figura 4 apresenta os diagramas de blocos

SLIT h(n] h(t)

Identidade o[n] o(t)

Amplificador ad[n] ad(t)
Atraso don—k] | o(t—0b)
Amplificador e atraso | ad[n — k] | ad(t —b)

Tabela 1: Respostas impulsionais de SLIT bdésicos, nos dominios discreto e continuo.

correspondentes.



x[n]

y[n]

A 4

P -3 » N =2
»| 5 » N=3
O 5
2
] T
0 2 3 N
-3

Figura 3: Exemplo de SLIT (diagrama de blocos) e respectiva resposta impulsional.

Identidade

Amplificador

Atraso

Amplificador
e atraso

Discreto
x[n] y[n]= x[n]
x[n] | y[n]= ax[n]
< | a o
X[n] y[n]=x[n-K]
o—] N=k f—o
x[n]

I: y[n]=ax[n-K]

Continuo
X(t) y(t)=x(t)
= ©
x(t) | y(t)= ax(t)
< | a o
X(t) y(O)=x(t-b)
o0— T=b |—©

I: y(t)=ax(t-b)

Figura 4: Diagrama de blocos de SLIT basicos.

2.3 Convolucgao linear discreta

No célculo da saida que determinado SLIT apresenta para um dado sinal de entrada é 1til recorrer & resposta
impulsional do SLIT. A convolugao linear [2, 3, 4, 5] entre o sinal de entrada e a resposta impulsional obtém
o sinal de saida. Vamos deduzir a expressio de cdlculo da convolucdo linear discreta. A tabela 2 apresenta
pares sinal de entrada/sinal de saida, vélidos para qualquer SLIT. No cédlculo das expressoes dos sinais de saida,

Entrada Saida
d[n] hin]
ad[n) ahn]

ad[n — k] | ah[n — k]

faz-se uso da definicdo de resposta impulsional e da invariancia no tempo.
Tendo em conta que qualquer sinal discreto z[n] pode ser escrito a custa da soma de amostras unitdrias

Tabela 2: Resposta de SLIT a determinados sinais de entrada.



ponderadas e deslocadas

+o0
z[n] = Z x[k])d[n — k], (5)
k=—o0
individualizando as parcelas do somatorio tem-se
z[n] = ...+ z[-2]0[n + 2] + z[-1]d[n + 1] + 2[0]d[n] + x[1]6[n — 1] + z[2]0[n — 2] + . ...

Desta forma, atendendo & linearidade, o sinal & saida tem a expressao
yln] = ...+ z[-2]h[n + 2] + z[-1]h[n + 1] + 2[0]h[n] + z[1]h[n — 1] + z[2]h[n — 2] + . ... (6)
A equacdo (6), escrita de forma compacta é

+o00

yln] = z[n] xhin] = Y x[k]h[n — k] (7)

k=—o0

e designa-se por somatdrio de convolugao linear entre z[n] e h[n]. Verifica-se assim que em cada instante,
a amostra na saida do sistema é dada através do produto interno entre dois sinais

+o00
y[n] = x[n] * hin] = Z z[k)h[n — k] =< z[k], h[n — k] > . (8)

k=—o

A tabela 3 exemplifica o célculo de alguns pontos do sinal y[n], evidenciando a aplica¢do do produto interno no
célculo de cada amostra do sinal de saida.

n y[n]

2 | < a[k],h[-2— K] >
1| < a[k],h[-1—K >
0 | <a[k],h[0—k] >
1 | <az[k],h[l -k >
2 | <a[k],h[2 -k >

Tabela 3: Calculo de pontos da convolucgéo linear - relagdo com o produto interno.

2.3.1 Exemplos de cdlculo

Por exemplo, considere-se o sinal z[n] = 3d[n] 4+ 4d[n — 1] + d[n — 2] aplicado na entrada do SLIT apresentado na
figura 3, cuja resposta impulsional é h[n] = 2d[n] — 3d[n — 2] + 55[n — 3]. Verifica-se assim o cédlculo das amostras
do sinal de saida, apresentado na tabela 4. A figura 5 ilustra o célculo dos pontos da convolucéo linear.

n | y[n]

0| <z[k],h[0 -k >=3x2=6

1| <zlk],h[l—k] >=4x2=

2 | <zlk],h2-Fk] >=3x(-3)+1x2=-7
3| <a[k],h[3—k] >=4x(-3)+3x5=3
4 | <zlk],h[4— k] >=4x5+1x (=3) =17
5| <z[k],h[5—k]>=1x5=5

Tabela 4: Exemplo de cdlculo de pontos da convolucao linear.
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Figura 5: Calculo da convolugdo linear entre z[n] = 3d[n]+4d[n—1]+d[n—2] e h[n] = 2d[n] —3d0[n — 2]+ 55[n—3].

2.3.2 Calculo matricial

A convolucdo linear pode ser calculada através do produto matricial entre a matriz de Toeplitz (ver apéndice A.1),
construida a partir das amostras de um sinal, e o vector que contém as amostras do outro sinal. Retomando o



exemplo anterior, apresentado na tabela 4 e na figura 5 tem-se

2 0 0 6
_03 3 (2) {i]: _87
g _53 —03 [1J 137
0 0 5 5

Dado que a convolucio linear é comutativa (ver secgao seguinte), verifica-se ainda que o calculo anterior pode
ser realizado de forma equivalente

3000 6
4300 2 8
1 430 o | | -7
01 4 3 T
001 4 5 17
0001 5

2.3.3 Propriedades

Sejam z[n] e y[n] dois sinais discretos com [, e [, amostras, respectivamente. A primeira amostra nao nula de
cada sinal é I, e I, respectivamente. A convolucdo entre estes sinais produz o sinal z[n| = z[n] * y[n], o qual
possui as seguintes propriedades [2, 3, 4, 5]:

e A amostra inicial ndo nula de z[n] é dada por I, = I, + I,.
e O numero de amostras de z[n] é 1, =1, +1, — 1.
A convolugdo linear verifica também as propriedades [2, 3, 4, 5]:

e Comutativa: z[n] * y[n] = y[n] * z[n] .

Associativa: (z[n] * y[n]) * z[n] = z[n] x (y[n] * z[n])

Distributiva em relacdo a adigdo: z[n] x (y[n] + z[n]) = z[n] * y[n] + z[n] * z[n].

O dirac (amostra unitdria) constitui o elemento neutro: z[n] * d[n] = x[n].

A convolugao de um sinal z[n] com o dirac ponderado e deslocado ad[n — b] resulta no sinal z[n] ponderado
e deslocado pelos mesmos factores: z[n] * ad[n — b] = az[n — b].

2.4 Convolugao linear continua

A convolucao linear continua define-se de forma semelhante a convolucao linear discreta. Atendendo a que
qualquer sinal continuo pode ser expresso através de

+o0
2(t) :/ z(\)3(t — A) d), 9)

— 00

tem-se que a convolucao linear continua é dada por

+oo

y(t) :/ sA(t = N) dX. (10)
—00

Note-se a correspondéncia entre estas expressoes e as respectivas no dominio discreto, apresentadas nas equacoes

(5) e (7), respectivamente.

2.4.1 Exemplos de calculo

Considere os dois pulsos rectangulares, definidos por z(t) = 2II (%) e h(t) =11 (t_10'5), apresentados na

figura 6. A figura 7 ilustra o cédlculo da convolugdo linear continua entre estes sinais. Verifica-se que o sinal
resultante da convolugdo tem a expressdo y(t) = 2A (52) = 2A(t - 1).




4 X(©) 4 h(®)

2
1
01 t 01 t
Figura 6: Pulsos rectangulares.
4 X(A) 4 h(»)
2
1
01 & 01 A
4 h(0-1) 4 h(0.5-%) a4 h(1-3) , h(2-1)
1 1 1 1
-1 [0 g 05 005 A o1 A 0 "
(t=0) (t=0.5) (t=1) (t=2)
N
2 L
1 o
- .
0 05 1 2 t

Figura 7: Célculo da convolucio linear continua entre z(t) = 2II (£=25) e h(t) = II (&=22).

2.4.2 Propriedades

A convolucéo linear continua possui propriedades idénticas a da convolugéo linear discreta, com a diferenca de
que na convolu¢do entre dois sinais (t) e y(¢) de duragoes T, e T, tem-se que z(t) = z(t) * y(t) tem duragio
T, =T, +1T,.

2.5 Resposta em frequéncia

A figura 8 mostra o diagrama de blocos de um SLIT. A resposta em frequéncia' do SLIT ¢é a transformada de



X(0)...X(P) h)...HD yQ--Y(0)

SLIT

Figura 8: Diagrama de blocos de sistema linear e invariante no tempo.

Fourier da resposta impulsional

o0

H(f) = TF[h(1)] :/ h(t) exp(—j2n ft) dt. (11)

— 0o
A transformada de Fourier aplicada sobre a convolugdo linear corresponde ao produto dos espectros [4, 5], pelo
que
Y(f) =TF[z(t) « h(t)] = TF[z(t)]TF[h(t)] = X(f)H(f). (12)
Esta propriedade estd demonstrada no apéndice A.2. Estabelecem-se assim as relagoes input/output para SLIT
continuo, nos dominios do tempo e da frequéncia

y(t) = () «h(t) Y (f) = X(HH(S). (13)

Dado que H(f) é um sinal complexo, a equacdo (12) pode ser separada em mdédulo e argumento da seguinte

forma:
Y (N = 1X(DOIHS)]
arglY (f)] = arg[X (f)] + arg[H (f)].

O médulo traduz o ganho que o sistema introduz, enquanto que o argumento representa o desfasamento intro-
duzido em cada frequéncia. Atendendo as propriedades da transformada de Fourier, verifica-se que qualquer
sinal real no tempo apresenta simetria complexa na frequéncia. Logo, H(f) apresenta simetria complexa, pelo
que |H(f)| tem simetria par, enquanto arg[H (f)] tem simetria impar.

(14)

2.6 Propriedades dos SLIT

Os SLIT possuem as seguintes propriedades:

1. Nao geram novas frequéncias - analisando a equagio (12) verifica-se que o espectro de saida resulta
do produto do espectro de entrada pela resposta em frequéncia, logo todas as frequéncias que constam do
espectro Y (f), devem constar do espectro X (f).

2. Sao filtros - pelos mesmos motivos da propriedade anterior, apenas é possivel remover (filtrar) compo-
nentes de frequéncia do sinal de entrada.

3. Uma sinusdide na entrada produz na saida outra sinuséide da mesma frequéncia, amplificada
e deslocada.

Relativamente & terceira propriedade, considere-se que na entrada do sistema se apresenta,
x(t) = Acos(2w fot + ¢),

cujo espectro é dado por

X(f) = 2 exp()a(f — £) + 5 exp(~ia)o(f + ).

Aplicando a relagao input/output tem-se

V() = XUVH() = (5 ewlids - )+ 5 exp(=i) (s + £)) ()

= S oGO H(f)0( ~ f2) + 5 exp(~36) H(~1)3(] + fo)
H(f2) expli(6 + axglHEN)A - 1)

+ S 1H(=fo)l exp(=j(¢ — arg[H(~1£,)])(f + fo). (15)

B o] N s

INeste documento, e no contexto da unidade curricular TSS, analisamos apenas a resposta em frequéncia para SLIT no dominio
continuo.



Dado que |H(—f,)| = |[H(f,)| (simetria par) e arg[H(f,)] = —arg[H (—f,)] (simetria impar) tem-se

Y(f)= §|H(fo)‘ exp(ji(¢ + arg[H(f,)]))d(f — fo) + §|H(fo)| exp(—j(¢ + arg[H(£)])d(f + fo)- (16)
Verifica-se assim, que o sinal na saida do sistema terd a expressao
(1) = SIH(L)] exp(G(6 -+ arelH(.)]) exp(i2m fo) + 5 1H (L) exp(—4(6 + axglH()]) exp(—72fo1)
= éIH(fo)\ (exp(j(2mfot + ¢ + arg[H(£,)])) + exp(—j (27 fot + ¢ + arg[H(f,)])))

A
= S [H(fo)[2cos(2m fot + ¢ + arg[H (f,)])
= AlH(fo)| cos(2mfot + ¢ + arg[H(f,)])- (17)
Analisando a expressao obtida para y(t) verifica-se que este é obtido a custa de amplificagao (ou atenuagao)
dada por |H(f,)| e deslocamento (avango ou atraso), definido por arg[H(f,)], sobre z(t).
2.6.1 Exemplos - sistemas basicos

Na tabela 5 apresentam-se as respostas impulsionais e as respectivas respostas em frequéncia de determinados
SLIT basicos. Para o SLIT cuja resposta em frequéncia é H(f) = aexp(—j2nfb), tem-se que o médulo da

Nome h(t) H(f)
Identidade o(t) 1
Amplificador ad(t) a
Amplificador e atraso | ad(t —b) | aexp(—j27 fb)

Tabela 5: Resposta impulsional e em frequéncia de SLIT bésicos.

resposta em frequéncia é |H(f)| = |a| e arg[H(f)] = —2nfb. Este SLIT apresenta ganho constante para
todas as frequéncias e desfasamento que depende da frequéncia. Por exemplo, com a = 3 e b = %, tem-se
H(f) =3exp(—jnf).

2.6.2 Exemplos - filtros

A tabela 6 apresenta trés exemplos de SLIT, com a respectiva resposta impulsional e resposta em frequéncia,
evidenciando diferentes tipos de filtragem.

Sistema h(t) H(f)
Amplificador com atraso 50(t —7) 5exp(—j2n f7)
Filtro passa-baixo 200sinc(200¢) II (%)

Filtro passa-alto 0(t) — 200sinc(200¢)

Tabela 6: Resposta impulsional e em frequéncia de SLIT - exemplos.

2.7 Associagao de SLIT

Nesta seccao, consideram-se associacoes basicas de SLIT. Analisam-se as respostas impulsionais e em frequéncia
equivalentes.

2.7.1 Associacao série (cascata)

A figura 9 apresenta o diagrama da associagao em série (ou cascata) de vérios SLIT. Relativamente & associagio
série verifica-se que

y(t) = z(t) * he(t) x ha(t) * ... x hn(t) = x(t) x hy(t) * ho(t) x ... * hN(t)j (18)

~

heq(t)

10



x(H) y(®)

X() Y(f)

Figura 9: Diagrama da associagdo série.

ou seja, a resposta impulsional equivalente da associacdo série é definida pela convolucdo das respostas im-
pulsionais dos sistemas associados. Dado que a convolucao no tempo corresponde ao produto no dominio da
frequéncia, tem-se

Y(f) = X(f)(Hi(f)H2(f) ... Hn(f)) = X(f) Hi(f)H2(f) ... HN(f), (19)

/

-~

Heq(f)

verificando-se que a resposta em frequéncia equivalente para a associacao série corresponde ao produto das
respostas em frequéncia. No caso de sinais e sistemas discretos a equacdo (18) toma a forma

y[n] = z[n] x hy[n] x ha[n] * ... x hy[n] = z[n] *\hﬂn] x ha[n] % ... % hy[n]. (20)

-

heq[”]

2.7.2 Associagao paralelo

A figura 10 apresenta o diagrama da associacdo em paralelo de védrios SLIT. Efectuando anélise idéntica &

Y
2]

y(t)

T Y ()

X(t)

Y
2

X(f)

Sw

A 4

Figura 10: Diagrama da associacao paralelo.

anterior, sobre a associacao paralelo, obtém-se no dominio do tempo

y(t) = x(t) * hy(t) + x(t) * ha(t) + ... + 2(t) * hn(t) = z(t) * (hy(t) + ha(t) + ... + hN(t)Z. (21)

~

heq(t)
No dominio da frequéncia a expressdo correspondente é

Y(f) = X(HHL(F) + X(NH(f) + -+ X(HHN(f) = X(f) (Hi(f) + H2(f) + ... + Hn(f)) - (22)
Heq(f)

Conclui-se que na associacdo paralelo, a resposta impulsional equivalente corresponde a soma das respostas
impulsionais, tal como a resposta em frequéncia equivalente corresponde a soma das respostas em frequéncia.
Note-se que para sinais e sistemas discretos a equacao (21) toma a forma

y[n] = z[n] * he[n] + z[n] * ha[n] + ... + z[n] * Ax[n] = z[n] * (hi[n] + he[n] + ... + hN[n])J. (23)

~

~

heq[n]
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3 Analise de SLIT

Nesta seccao exploram-se as propriedades dos SLIT, com énfase na resposta em frequéncia e na separagao desta
em moédulo e fase.

3.1 SLIT continuo

Seja z(t) = 2IT (:=22) o sinal de entrada no SLIT cuja resposta impulsional é h(t) = II (:=22). Calculando
a convolucdo linear entre estes dois sinais tem-se o sinal y(t) presente na saida do SLIT. Este resultado foi
apresentado na secgdo 2.4. Analisando estes sinais no dominio da frequéncia tem-se

X(f) =TF[z(t)] = 2sinc(f) exp(—3j27 f0.5) = 2sinc(f) exp(—jn f)

H(f) = TF{h(t)] = sinc(f) exp(—j2m£0.5) = sinc(f) exp(—j ),
pelo que

Y (f) = 2sinc(f) exp(—jn f)sinc(f) exp(—jn f) = 2sinc?(f) exp(—j27f).
Verifica-se que Y (f) corresponde & transformada de Fourier de y(t) = 2A(t — 1), determinado pela convolugéo
linear, na seccao 2.4.

3.2 SLIT continuo - filtro passa baixo

Como exemplo, admita-se que determinado SLIT tem resposta em frequéncia H(f) = 2H(%). Apresenta-se o
sinal z(t) = 2 + cos(2710t) + 3 cos(2w20¢t) + cos(2w100¢), na entrada do sistema. Verifica-se que

X(f) :26(f)+%6(f—10)+%6(f+10)+gé(f—20)+26(f+20)+%6(f—100)+%6(f+100).

O espectro do sinal de saida é

v() = X(H( = x(nen ()
=46(f) + 6(f — 10) + 6(f + 10) + 35(f — 20) + 36(f + 20). (24)

Logo, a expressao do sinal de saida é y(t) = 4 + 2 cos(2710t) + 6 cos(2w20¢).

3.3 SLIT continuo - associagao paralelo de filtros passa baixo

Considerando H(f) = 211 (%) + 211 (%), cujo esboco se apresenta na figura 11, o comportamento do sistema

é descrito da seguinte forma:
. rejeita (remove) sinais com frequéncia igual ou superior a 50 Hz;

. na banda [25,50[ Hz apresenta ganho (mdédulo) de 2, ou seja, comporta-se como amplificador de ganho 2
para sinais nesta banda;

. na banda [0, 25] Hz apresenta ganho 4.
Verifica-se ainda que o SLIT tem fase nula. Apresenta-se o sinal x(t) = —1 + cos(2710t + T) + 4sin(2730t) —

H(f)

) )
-50 25 0 25 50 f

Figura 11: Resposta em frequéncia de SLIT.

cos(2770t), na entrada do sistema. Seguindo procedimento idéntico ao do exemplo anterior, verifica-se que a
expressao do sinal de saida é y(t) = —4 + 4 cos(2w10t + §) + 8sin(2730t).
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3.4 Sistema RC de 1* ordem (passa-baixo)

A figura 12 representa o sistema RC de 1* ordem. Analisando a equacio (12) tem-se

R
o—AAN—T—o

X(t)...X(f) Cr y@®)...Y(H)

1

Figura 12: Sistema RC de 1* ordem.

A . ’ _ 1 _ 1
Atendendo a que a resposta em frequéncia do condensador é dada por Z. = Tu0 = jaafo tem-se que aresposta

em frequéncia do circuito RC é dada por

1

el 1 1
H = ch = = .
relf) T+ R T+jwRC ™~ 1+ j2nfRC

A resposta impulsional é

1
1+ j2rfRC

— —1

1
1
-8 }: TF!

hre(t)=TF* [ ; —
Rl—c + j2nf

I S N O L D
L yjrf] - RCTP\TRC )M

Efectuando a separagdo de Hro(f) em mdédulo e fase, vem para o médulo

RC

|1 1

T 1+ j27fRC] ~ /1t (27fRO)?

|Hre (f)]

enquanto a fase é dada por

2nfRC
1

arg[Hrc(f)] = arg[1] — arg[l + j2n fRC] = 0 — atan < > = —atan(27 f RC).

A figura 13 mostra o médulo |[Hro(f)| e a fase arg[Hre (f)] do sistema, considerando R = 4.7 KQ e C =22 nF.
A tabela 7 mostra o valor do médulo |Hgc(f)| e da fase arg[Hro(f)] para varias frequéncias.

Resposta em frequéncia de —4000 a 4000 Hz Desfasamento (graus) —4000 Hz a 4000 Hz
1 . : : 100 . : :

Médulo
3

|
a
o

Desfasamento (graus)
o

0.3 L L L -100 L L L
-4000 -2000 0 2000 4000 -4000 -2000 0 2000 4000
Frequéncia [Hz] Frequéncia [Hz]

Figura 13: Mddulo e fase da resposta em frequéncia do sistema RC de 1* ordem (R =4.7 KQ e C =22 nF).
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Frequéncia | Mdédulo | Fase
0 1 0°

200 0.997 -7.4°

500 0.95 -18°
1000 0.8386 | -33.01°
2000 0.609 -52.41°
5000 0.2942 | -72.8%°
10000 0.1521 | -81.24°

Tabela 7: Mddulo e fase da resposta do sistema RC de 12 ordem (R = 4.7 KQ e C = 22 nF'), para determinadas
frequéncias.

@]

N

X(0)...X(f) R y(0)...Y(f)

Figura 14: Sistema CR de 1? ordem.

3.5 Sistema CR de 1* ordem (passa-alto)

Efectua-se agora a andlise do circuito CR de 1?* ordem, apresentado na figura 14, de forma semelhante & do
circuito RC. Efectuando a andlise em frequéncia para este circuito, vem

R jwRC j2rfRC

TR+, jwRC+1  j2rfRC+1

Her(f)

Efectuando a separacdo em médulo |Hog(f)| e fase arg[Hor(f)], tem-se

_ 27| f|RC
[Hor(f)| = it @rfRO:
e
axe[Hon(f)] = arglj2n fRC] — axgljzasnc + 1) = { S 2en @R, >

A figura 15 mostra respectivamente o médulo |Hogr(f)| e a fase arg[Hor(f)] do sistema, considerando R =
4.7 KQ e C =22 nF. A tabela 8 mostra o valor do médulo e da fase para vérias frequéncias.

Frequéncia | Moédulo | Fase |

0 0 90°
200 0.129 82.6°
500 0.309 72.0°
1000 0.545 57.0°
2000 0.793 37.6°
5000 0.9557 | 17.1°
10000 0.9884 8.8°

Tabela 8: Mddulo e fase da resposta do sistema CR de 1% ordem (R = 4.7 KQ e C = 22 nF'), para determinadas
frequéncias.
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Resposta em frequéncia de —4000 a 4000 Hz Desfasamento (graus) —4000 Hz a 4000 Hz
1 : : : 100 : : :

50t

_50 F

Desfasamento (graus)
o

0 ' ' -100 ' ' '
-4000  -2000 0 2000 4000 -4000  -2000 0 2000 4000

Frequéncia [Hz] Frequéncia [Hz]
Figura 15: Mddulo e fase da resposta em frequéncia do sistema CR de 1 ordem (R =4.7T KQ e C =22 nF).

3.6 Associagao Série RC/CR (passa-banda)

Realiza-se agora a associacio em série dos dois sistemas apresentados nas sec¢des anteriores. A associacéo série
dos sistemas apresenta-se na figura 16. A resposta em frequéncia do sistema equivalente é dada por

R

2PN

X(0)...X(f) o R y(D)...Y(F)

L

Figura 16: Associacdo em série dos sistemas RC e CR.

1 j2rfRC  j2rfRC

H(f) = Hre(NHer) = T35 7RG T4 jon fRC (1+ j27fRC)2

Por sua vez o médulo |H(f)| e a fase arg[H (f)] deste sistema, tém as seguintes expressdes

1 27| f|RC _ 27|fIRC

|H(f)‘ = |HRC(f)HHCR(f)| = \/1 T (27rfRC)2 \/1 ¥ (27rfRC)2 T 14 (27rfRC)2

oxglH ()] = axelHuc (1) + axglHon(£)] = { Zopmrd 100+ 00~ On RO 20
| 90° —2atan(2xfRC), f>0 (25)
1 —90° —2atan(27fRC), f <O.

A figura 17 mostra o moédulo e a fase considerando R = 4.7 KQ e C' = 22 nF. A tabela 9 mostra o valor do
modulo e da fase para varias frequéncias.

4 Utilizacao do MATLAB

A funcio conv do MATLAB realiza o cdlculo da convolucao linear. O comando MATLAB apresentado de
seguida calcula a convolucdo linear discreta apresentada na tabela 4 e na figura 5.

>> conv( [3,4,1], [2,0,-3,5] )
ans =

6 8 -7 3 17 5
>>
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Resposta em frequéncia de —4000 a 4000 Hz Desfasamento (graus) —4000 Hz a 4000 Hz

0.5 . 100 :
)
0.4} 3 o
RS
9O 0.3} e
> C
o] () 0
\O E
= 0.2} 3
(7]
& -50}
0.1} ®
o
0 ' ' -100 ' ' '
-4000 -2000 0 2000 4000 ~4000 -2000 0 2000 4000

Frequéncia [Hz] Frequéncia [Hz]

Figura 17: Mddulo e fase da resposta em frequéncia da associagdo em série RC/CR de 1? ordem (R = 4.7 KQ
e C=22nkF).

Frequéncia | Mdédulo Fase |
0 0 90°
200 0.128 75.2°
500 0.294 54.0°
1000 0.457 24°
2000 0.4833 -14.8°
5000 0.2812 -55.77°
10000 0.1504 | -72.4992

Tabela 9: Mddulo e fase da resposta da associacdo série dos sistemas RC/CR de 1* ordem (R = 4.7 KQ e
C =22 nF), para vdrias frequéncias.

A funcio demo_slit apresenta o cédigo necessario para aplicar um sinal de audio no formato wave, na entrada
do SLIT com h[n] = 26[n] — 3d[n — 2] 4+ 56[n — 3] e reproduzir na card de audio o sinal obtido & saida.

function demo_slit()

[x,Fs] = wavread(’music.wav’);
h=1[20 -35];

y = conv( x, h );

wavplay(y, Fs);

5 Exercicios propostos

1. Considere o sistema RC apresentado na figura 13. Qual a expressao do sinal a saida do sistema quando na
entrada se apresenta

e 11 (t) = 2cos(27500t + ¢)?
e z5(t) = 3 — cos(2w1000t + ¢)?

2. Calcule a resposta em frequéncia equivalente da associacdo paralelo dos sistemas RC e CR. Obtenha as
expressoes do médulo e fase da resposta em frequéncia.

3. Sobre um SLIT continuo foram aplicados virios sinais na entrada e observadas as respectivas saidas, tal
como descrito na tabela abaixo. Sobre o sistema, sabe-se ainda que o médulo da resposta em frequéncia é do
tipo |H(f)| = K A(%), em que K e W sdo constantes positivas.
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| Sinal de entrada x(t) | Sinal de saida y(t) |

2cos(2r100t + %) 36 cos(27100¢ + %)

cos(2m500t) 10 cos(27500t + %)
3cos(272500t — ) 0
6 cos(275000¢) 0

a) Determine e esboce o médulo da resposta em frequéncia |H (f)|, dando valores a K e W; esboce uma fase,
arg[H(f)], possivel para este sistema,

b) Determine e esboce o sinal na saida do sistema quando na entrada se apresenta o sinal z(t) da figura
abaixo.

X(t)

} } -
325 -15-1-05[005 1 15 25 3 {[ms]

4. Seja hq[n] = 6[n — 1] + 28[n — 3] + §[n — 4], a resposta impulsional do SLIT S;.
a) Determine e esboce o sinal na saida do sistema quando na entrada se apresenta z[n] = 36[n — 10] + 3d[n — 11].

b) Apresente o diagrama de blocos detalhado com ganhos, atrasos e somadores, do sistema Ss, 0 qual corre-
sponde & associacao série de S; consigo préprio.

5. Considere os SLIT discretos Si e S» cujas respostas impulsionais sdo hi[n] = 3d[n — 1] — 36[n — 2] e
ha[n] = 40[n — 3] + 64[n — 5], respectivamente.

a) Qual o sinal na saida de Si quando na entrada se apresenta o sinal z[n] = 36[n — 4]?

b) Considere a associagdo série de Sy com Ss; calcule a resposta impulsional do sistema equivalente (heg[n])
e apresente o respectivo diagrama de blocos.

6. Considere o sinal z[n] = 26[n] + 2d[n — 1] + 26[n — 2].

a) Calcule e esboce o sinal resultante da convolucéo linear da componente par de z[n] com o sinal x[2n], ou
seja, x.[n] * z[2n];

b) Esboce o diagrama de blocos do sistema cuja resposta impulsional é x[2n]; esboce o sinal na saida do
sistema quando na sua entrada se apresenta o sinal s;[n] = z.[n] + 26[n] + d[n — 1].
Sugestdo: Procure reutilizar alguns cdlculos da alinea anterior.

7. Considere o SLIT discreto S. A figura da esquerda apresenta um diagrama de blocos que representa o
sistema e a figura da direita representa uma associacdo de varios SLIT S.

a) Determine a resposta impulsional do SLIT S e apresente o diagrama de blocos simplificado.
b) Calcule e esboce a resposta impulsional equivalente da associacdo apresentada na figura da direita.

¢) Qual o sinal na saida da associacio da figura da direita, quando na entrada esta z[n] = d[n — 4]+ d[n — 6]

17



x[n] —|

x[n]

y[n]
e I repy N N
Iy ] P
Afraso Atraso
1) SLITS 2) Associagao de vérios SLIT S

6 Alguns links interessantes

Apresenta-se a lista de dois links referentes a sistemas lineares e invariantes no tempo, nomeadamente ao cdlculo
da convolugao linear.

e Demonstracoes de calculo da convolucao linear discreta:
http://www.jhu.edu/"signals/discreteconv2/index.html

e Demonstracoes de calculo da convolucao linear continua:
http://wuw.jhu.edu/"signals/convolve/index.html

A Apéndice

A.1 Matriz de Toeplitz

A matriz de Toeplitz caracteriza-se por possuir o mesmo elemento ao longo da diagonal principal e das subdi-
agonais. E utilizada para realizar operacoes de correlacio e convolucido linear. A matriz quadrada de Toeplitz
com dimensao N tem a forma

to t P A S
ty to t_Ny2
Tn = 12} 171 :
t_q
tn_1 to 2] to

Apresenta-se como exemplo, uma matriz quadrada, com N = 3:

T3 =

S Ot =
Ut = O

4
9
1

A matriz nfo é obrigatoriamente quadrada. Por exemplo,

= W O Ot =
W O Ut = O
O Ul = O

é uma matriz de Toeplitz.

A.2 Convolugao no tempo/multiplicagao na frequéncia

Demonstra-se a propriedade da transformada de Fourier que indica que a convolu¢do no tempo corresponde ao
produto na frequéncia

x(t)xy(t) < X(NHY(S) (26)
Tendo em conta a definicao da convolucao linear continua
ot su(®) = [ ot =) dx (27)
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a definicdo de transformada de Fourier

X(h)= [ st exp(-senst) d

e aplicando a primeira sobre a segunda obtém-se

oo

TF[x(t) xy(1)] =/ (x(t) * y(t)) exp(—j27 ft) di

— 0o

_ /OO </°O 2Oyt = N) d/\> exp(—j2n ft) di

— 0o — 00

_ /OO 2(\) (/m y(t = \) exp(—j2r ft) dt> dA

— 0o — 00
~ v

Y (f) exp(—j2n £A)
o0

=/wMMWﬁmmﬁ%ﬂwM=wﬁ/ (V) exp(—j2nfA) dh = Y () X(f) = XY (/).

— 0o — 0o
~

X(f)
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