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1 Introdu�
~aoEste do
umento resume os 
on
eitos de sistemas 
ont��nuos e dis
retos tratados na dis
iplina de Teoria dosSinais e dos Sistemas, posteriormente utilizados na dis
iplina de Pro
essamento Digital de Sinal I. Na se
�
~ao 2,apresentam-se os 
on
eitos de sistema e de sistema linear e invariante no tempo. Abordam-se sistemas 
ont��nuose dis
retos e trata-se a 
onvolu�
~ao linear dis
reta e 
ont��nua. Na se
�
~ao 3 analisam-se SLIT dis
retos e 
ont��nuos,nos dom��nios do tempo e da frequên
ia. A se
�
~ao 4 apresenta a an�alise de SLIT atrav�es de MATLAB. Na se
�
~ao5 prop~oem-se exer
��
ios e �nalmente, a se
�
~ao 6 lista os endere�
os de algumas p�aginas WEB que abordam estest�opi
os.2 Sistemas e sistemas lineares e invariantes no tempo - SLITDe�ne-se sistema 
omo uma entidade que transforma um sinal (ou mais) noutro. Considerando sistemas 
omuma entrada e uma sa��da, do ponto de vista matem�ati
o tem-sey = S(x);em que x �e o sinal de entrada, y �e o sinal de sa��da e S �e a fun�
~ao que representa o sistema. Por exemplo, parasistemas 
ont��nuos, temos y(t) = S(x(t));enquanto que para sistemas dis
retos se veri�
ay[n℄ = S(x[n℄):A �gura 2 apresenta o diagrama de blo
os gen�eri
o de um sistema, na qual se eviden
ia que o diagrama �e v�alidopara sistemas dis
retos e 
ont��nuos.
x(t) … x[n]


S

y(t) … y[n]
S~ao exemplos de sistemas 
ont��nuos de uma entrada e uma sa��da as seguintes transforma�
~oes:� y(t) = x2(t).� y(t) = jx(t)j.� y(t) = 2x(t).� y(t) = 2x(t� 5).Os mesmos sistemas no dom��nio dis
reto s~ao dados por:� y[n℄ = x2[n℄.� y[n℄ = jx[n℄j.� y[n℄ = 2x[n℄.� y[n℄ = 2x(t� 5).Considerando sistemas 
om mais do que uma entrada temos, por exemplo:� w[n℄ = ax[n℄ + by[n℄ + 
z[n℄.� z(t) = x(t)� y(t) + 1.2.1 Linearidade e invariân
ia no tempoCaso determinado sistema possua as propriedades de linearidade e invariân
ia no tempo, designa-se por sistemalinear e invariante no tempo (SLIT) [1, 2, 3, 4, 5℄. Os SLIT 
onstituem uma sub-
lasse dos sistemas.1



2.1.1 LinearidadeDeterminado sistema �e linear se veri�
arS(a1x1(t) + a2x2(t) + : : :+ aNxN (t)) = a1S(x1(t)) + a2S(x2(t)) + : : :+ aNS(xN (t)); (1)ou seja, a apli
a�
~ao do sistema sobre uma 
ombina�
~ao linear de sinais resulta num sinal de sa��da que 
onsistena 
ombina�
~ao linear das respostas a esses sinais [1, 2, 3, 4, 5℄. Veri�
a-se assim que a transforma�
~ao sobre asoma de sinais 
orresponde �a soma das transforma�
~oes individuais. A equa�
~ao (1) pode ser es
rita de forma
ompa
ta S NXk=1 akxk(t)! = NXk=1 akS(xk(t)): (2)A �gura 1 ilustra a linearidade, de a
ordo 
om a equa�
~ao (2). Os dois diagramas representam ambos os termosda equa�
~ao (2).
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Figura 1: Ilustra�
~ao da linearidade.2.1.2 Invariân
ia no tempoDeterminado sistema responde ao sinal de entrada x(t) 
om y(t) = S(x(t)). Caso o sistema seja invariante notempo, a sua resposta ao sinal x(t� b) �e y(t� b) = S(x(t� b)), tal 
omo se resume de seguida. Sex(t) �!|{z}S y(t);ent~ao x(t� b) �!|{z}S y(t� b):Veri�
a-se assim que o sistema responde 
om o mesmo sinal 
om o atraso (ou avan�
o) 
orrespondente ao dosinal de entrada. A �gura 2 ilustra a invariân
ia no tempo.Os SLIT 
onstituem uma sub-
lasse dos sistemas, sendo 
ara
terizados pela resposta impulsional e pelaresposta em frequên
ia, dis
utidas nas se
�
~oes 2.2 e 2.5, respe
tivamente.2
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~ao da invariân
ia no tempo.2.2 Resposta impulsionalA resposta impulsional, tal 
omo o nome indi
a, 
onstitui a resposta do SLIT ao impulso [1, 2, 3, 4, 5℄.Considerando um SLIT dis
reto, tem-se a de�ni�
~ao de resposta impulsional:h[n℄ = y[n℄; quando x[n℄ = Æ[n℄: (3)No 
aso de SLIT 
ont��nuo, tem-se h(t) = y(t); quando x(t) = Æ(t): (4)Veri�
a-se que a resposta impulsional �e o sinal presente na sa��da do SLIT, quando na entrada se apresentao impulso unit�ario ou o impulso delta-dira
, para SLIT dis
reto e 
ont��nuo, respe
tivamente. A respostaimpulsional 
ara
teriza o 
omportamento do SLIT, relativamente aos ganhos e atrasos impostos ao sinal deentrada. Considerando o SLIT dis
reto representado pelo diagrama de blo
os da �gura 3, a express~ao do sinalde sa��da �e y[n℄ = 2x[n℄� 3x[n� 2℄ + 5x[n� 3℄:Apli
ando a de�ni�
~ao de resposta impulsional, apresentada na equa�
~ao (3) tem-seh[n℄ = 2Æ[n℄� 3Æ[n� 2℄ + 5Æ[n� 3℄:Relativamente �a �gura 3, note-se a 
orrespondên
ia entre os pontos da resposta impulsional e os blo
os 
onsti-tuintes do SLIT.2.2.1 Sistemas b�asi
osA tabela 1 apresenta respostas impulsionais de sistemas b�asi
os. A �gura 4 apresenta os diagramas de blo
osSLIT h[n℄ h(t)Identidade Æ[n℄ Æ(t)Ampli�
ador aÆ[n℄ aÆ(t)Atraso Æ[n� k℄ Æ(t� b)Ampli�
ador e atraso aÆ[n� k℄ aÆ(t� b)Tabela 1: Respostas impulsionais de SLIT b�asi
os, nos dom��nios dis
reto e 
ont��nuo.
orrespondentes. 3
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Figura 3: Exemplo de SLIT (diagrama de blo
os) e respe
tiva resposta impulsional.
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Figura 4: Diagrama de blo
os de SLIT b�asi
os.2.3 Convolu�
~ao linear dis
retaNo 
�al
ulo da sa��da que determinado SLIT apresenta para um dado sinal de entrada �e �util re
orrer �a respostaimpulsional do SLIT. A 
onvolu�
~ao linear [2, 3, 4, 5℄ entre o sinal de entrada e a resposta impulsional obt�emo sinal de sa��da. Vamos deduzir a express~ao de 
�al
ulo da 
onvolu�
~ao linear dis
reta. A tabela 2 apresentapares sinal de entrada/sinal de sa��da, v�alidos para qualquer SLIT. No 
�al
ulo das express~oes dos sinais de sa��da,Entrada Sa��daÆ[n℄ h[n℄aÆ[n℄ ah[n℄aÆ[n� k℄ ah[n� k℄Tabela 2: Resposta de SLIT a determinados sinais de entrada.faz-se uso da de�ni�
~ao de resposta impulsional e da invariân
ia no tempo.Tendo em 
onta que qualquer sinal dis
reto x[n℄ pode ser es
rito �a 
usta da soma de amostras unit�arias4



ponderadas e deslo
adas x[n℄ = +1Xk=�1 x[k℄Æ[n� k℄; (5)individualizando as par
elas do somat�orio tem-sex[n℄ = : : :+ x[�2℄Æ[n+ 2℄ + x[�1℄Æ[n+ 1℄ + x[0℄Æ[n℄ + x[1℄Æ[n� 1℄ + x[2℄Æ[n� 2℄ + : : : :Desta forma, atendendo �a linearidade, o sinal �a sa��da tem a express~aoy[n℄ = : : :+ x[�2℄h[n+ 2℄ + x[�1℄h[n+ 1℄ + x[0℄h[n℄ + x[1℄h[n� 1℄ + x[2℄h[n� 2℄ + : : : : (6)A equa�
~ao (6), es
rita de forma 
ompa
ta �ey[n℄ = x[n℄ � h[n℄ = +1Xk=�1 x[k℄h[n� k℄ (7)e designa-se por somat�orio de 
onvolu�
~ao linear entre x[n℄ e h[n℄. Veri�
a-se assim que em 
ada instante,a amostra na sa��da do sistema �e dada atrav�es do produto interno entre dois sinaisy[n℄ = x[n℄ � h[n℄ = +1Xk=�1x[k℄h[n� k℄ =< x[k℄; h[n� k℄ > : (8)A tabela 3 exempli�
a o 
�al
ulo de alguns pontos do sinal y[n℄, eviden
iando a apli
a�
~ao do produto interno no
�al
ulo de 
ada amostra do sinal de sa��da. n y[n℄: : : : : :�2 < x[k℄; h[�2� k℄ >�1 < x[k℄; h[�1� k℄ >0 < x[k℄; h[0� k℄ >1 < x[k℄; h[1� k℄ >2 < x[k℄; h[2� k℄ >: : : : : :Tabela 3: C�al
ulo de pontos da 
onvolu�
~ao linear - rela�
~ao 
om o produto interno.2.3.1 Exemplos de 
�al
uloPor exemplo, 
onsidere-se o sinal x[n℄ = 3Æ[n℄+4Æ[n�1℄+ Æ[n�2℄ apli
ado na entrada do SLIT apresentado na�gura 3, 
uja resposta impulsional �e h[n℄ = 2Æ[n℄�3Æ[n�2℄+5Æ[n�3℄. Veri�
a-se assim o 
�al
ulo das amostrasdo sinal de sa��da, apresentado na tabela 4. A �gura 5 ilustra o 
�al
ulo dos pontos da 
onvolu�
~ao linear.n y[n℄0 < x[k℄; h[0� k℄ >= 3� 2 = 61 < x[k℄; h[1� k℄ >= 4� 2 = 82 < x[k℄; h[2� k℄ >= 3� (�3) + 1� 2 = �73 < x[k℄; h[3� k℄ >= 4� (�3) + 3� 5 = 34 < x[k℄; h[4� k℄ >= 4� 5 + 1� (�3) = 175 < x[k℄; h[5� k℄ >= 1� 5 = 5Tabela 4: Exemplo de 
�al
ulo de pontos da 
onvolu�
~ao linear.
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Figura 5: C�al
ulo da 
onvolu�
~ao linear entre x[n℄ = 3Æ[n℄+4Æ[n�1℄+Æ[n�2℄ e h[n℄ = 2Æ[n℄�3Æ[n�2℄+5Æ[n�3℄.2.3.2 C�al
ulo matri
ialA 
onvolu�
~ao linear pode ser 
al
ulada atrav�es do produto matri
ial entre a matriz de Toeplitz (ver apêndi
e A.1),
onstru��da a partir das amostras de um sinal, e o ve
tor que 
ont�em as amostras do outro sinal. Retomando o
6



exemplo anterior, apresentado na tabela 4 e na �gura 5 tem-se26666664 2 0 00 2 0�3 0 25 �3 00 5 �30 0 5
3777777524 341 35 = 26666664 68�73175

37777775 :Dado que a 
onvolu�
~ao linear �e 
omutativa (ver se
�
~ao seguinte), veri�
a-se ainda que o 
�al
ulo anterior podeser realizado de forma equivalente 26666664 3 0 0 04 3 0 01 4 3 00 1 4 30 0 1 40 0 0 1
377777752664 20�35 3775 = 26666664 68�73175

37777775 :2.3.3 PropriedadesSejam x[n℄ e y[n℄ dois sinais dis
retos 
om lx e ly amostras, respe
tivamente. A primeira amostra n~ao nula de
ada sinal �e Ix e Iy , respe
tivamente. A 
onvolu�
~ao entre estes sinais produz o sinal z[n℄ = x[n℄ � y[n℄, o qualpossui as seguintes propriedades [2, 3, 4, 5℄:� A amostra ini
ial n~ao nula de z[n℄ �e dada por Iz = Ix + Iy .� O n�umero de amostras de z[n℄ �e lz = lx + ly � 1.A 
onvolu�
~ao linear veri�
a tamb�em as propriedades [2, 3, 4, 5℄:� Comutativa: x[n℄ � y[n℄ = y[n℄ � x[n℄ .� Asso
iativa: (x[n℄ � y[n℄) � z[n℄ = x[n℄ � (y[n℄ � z[n℄)� Distributiva em rela�
~ao �a adi�
~ao: x[n℄ � (y[n℄ + z[n℄) = x[n℄ � y[n℄ + x[n℄ � z[n℄.� O dira
 (amostra unit�aria) 
onstitui o elemento neutro: x[n℄ � Æ[n℄ = x[n℄.� A 
onvolu�
~ao de um sinal x[n℄ 
om o dira
 ponderado e deslo
ado aÆ[n�b℄ resulta no sinal x[n℄ ponderadoe deslo
ado pelos mesmos fa
tores: x[n℄ � aÆ[n� b℄ = ax[n� b℄.2.4 Convolu�
~ao linear 
ont��nuaA 
onvolu�
~ao linear 
ont��nua de�ne-se de forma semelhante �a 
onvolu�
~ao linear dis
reta. Atendendo a quequalquer sinal 
ont��nuo pode ser expresso atrav�es dex(t) = Z +1�1 x(�)Æ(t � �) d�; (9)tem-se que a 
onvolu�
~ao linear 
ont��nua �e dada pory(t) = Z +1�1 x(�)h(t � �) d�: (10)Note-se a 
orrespondên
ia entre estas express~oes e as respe
tivas no dom��nio dis
reto, apresentadas nas equa�
~oes(5) e (7), respe
tivamente.2.4.1 Exemplos de 
�al
uloConsidere os dois pulsos re
tangulares, de�nidos por x(t) = 2� � t�0:51 � e h(t) = � � t�0:51 �, apresentados na�gura 6. A �gura 7 ilustra o 
�al
ulo da 
onvolu�
~ao linear 
ont��nua entre estes sinais. Veri�
a-se que o sinalresultante da 
onvolu�
~ao tem a express~ao y(t) = 2� � t�11 � = 2�(t� 1).7
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Figura 7: C�al
ulo da 
onvolu�
~ao linear 
ont��nua entre x(t) = 2� � t�0:51 � e h(t) = � � t�0:51 �.2.4.2 PropriedadesA 
onvolu�
~ao linear 
ont��nua possui propriedades idênti
as �a da 
onvolu�
~ao linear dis
reta, 
om a diferen�
a deque na 
onvolu�
~ao entre dois sinais x(t) e y(t) de dura�
~oes Tx e Ty tem-se que z(t) = x(t) � y(t) tem dura�
~aoTz = Tx + Ty.2.5 Resposta em frequên
iaA �gura 8 mostra o diagrama de blo
os de um SLIT. A resposta em frequên
ia1 do SLIT �e a transformada de8
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SLIT
Figura 8: Diagrama de blo
os de sistema linear e invariante no tempo.Fourier da resposta impulsional H(f) = TF [h(t)℄ = Z 1�1 h(t) exp(�j2�ft) dt: (11)A transformada de Fourier apli
ada sobre a 
onvolu�
~ao linear 
orresponde ao produto dos espe
tros [4, 5℄, peloque Y (f) = TF [x(t) � h(t)℄ = TF [x(t)℄TF [h(t)℄ = X(f)H(f): (12)Esta propriedade est�a demonstrada no apêndi
e A.2. Estabele
em-se assim as rela�
~oes input/output para SLIT
ont��nuo, nos dom��nios do tempo e da frequên
iay(t) = x(t) � h(t) Y (f) = X(f)H(f): (13)Dado que H(f) �e um sinal 
omplexo, a equa�
~ao (12) pode ser separada em m�odulo e argumento da seguinteforma: jY (f)j = jX(f)jjH(f)jarg[Y (f)℄ = arg[X(f)℄ + arg[H(f)℄: (14)O m�odulo traduz o ganho que o sistema introduz, enquanto que o argumento representa o desfasamento intro-duzido em 
ada frequên
ia. Atendendo �as propriedades da transformada de Fourier, veri�
a-se que qualquersinal real no tempo apresenta simetria 
omplexa na frequên
ia. Logo, H(f) apresenta simetria 
omplexa, peloque jH(f)j tem simetria par, enquanto arg[H(f)℄ tem simetria ��mpar.2.6 Propriedades dos SLITOs SLIT possuem as seguintes propriedades:1. N~ao geram novas frequên
ias - analisando a equa�
~ao (12) veri�
a-se que o espe
tro de sa��da resultado produto do espe
tro de entrada pela resposta em frequên
ia, logo todas as frequên
ias que 
onstam doespe
tro Y (f), devem 
onstar do espe
tro X(f).2. S~ao �ltros - pelos mesmos motivos da propriedade anterior, apenas �e poss��vel remover (�ltrar) 
ompo-nentes de frequên
ia do sinal de entrada.3. Uma sinus�oide na entrada produz na sa��da outra sinus�oide da mesma frequên
ia, ampli�
adae deslo
ada.Relativamente �a ter
eira propriedade, 
onsidere-se que na entrada do sistema se apresentax(t) = A 
os(2�fot+ �);
ujo espe
tro �e dado por X(f) = A2 exp(j�)Æ(f � fo) + A2 exp(�j�)Æ(f + fo):Apli
ando a rela�
~ao input/output tem-seY (f) = X(f)H(f) = �A2 exp(j�)Æ(f � fo) + A2 exp(�j�)Æ(f + fo)�H(f)= A2 exp(j�)H(fo)Æ(f � fo) + A2 exp(�j�)H(�fo)Æ(f + fo)= A2 jH(fo)j exp(j(� + arg[H(fo)℄))Æ(f � fo)+ A2 jH(�fo)j exp(�j(�� arg[H(�fo)℄))Æ(f + fo): (15)1Neste do
umento, e no 
ontexto da unidade 
urri
ular TSS, analisamos apenas a resposta em frequên
ia para SLIT no dom��nio
ont��nuo. 9



Dado que jH(�fo)j = jH(fo)j (simetria par) e arg[H(fo)℄ = �arg[H(�fo)℄ (simetria ��mpar) tem-seY (f) = A2 jH(fo)j exp(j(�+ arg[H(fo)℄))Æ(f � fo) + A2 jH(fo)j exp(�j(�+ arg[H(fo)℄))Æ(f + fo): (16)Veri�
a-se assim, que o sinal na sa��da do sistema ter�a a express~aoy(t) = A2 jH(fo)j exp(j(� + arg[H(fo)℄)) exp(j2�fot) + A2 jH(fo)j exp(�j(�+ arg[H(fo)℄)) exp(�j2�fot)= A2 jH(fo)j (exp(j(2�fot+ �+ arg[H(fo)℄)) + exp(�j(2�fot+ �+ arg[H(fo)℄)))= A2 jH(fo)j2 
os(2�fot+ �+ arg[H(fo)℄)= AjH(fo)j 
os(2�fot+ �+ arg[H(fo)℄): (17)Analisando a express~ao obtida para y(t) veri�
a-se que este �e obtido �a 
usta de ampli�
a�
~ao (ou atenua�
~ao)dada por jH(fo)j e deslo
amento (avan�
o ou atraso), de�nido por arg[H(fo)℄, sobre x(t).2.6.1 Exemplos - sistemas b�asi
osNa tabela 5 apresentam-se as respostas impulsionais e as respe
tivas respostas em frequên
ia de determinadosSLIT b�asi
os. Para o SLIT 
uja resposta em frequên
ia �e H(f) = a exp(�j2�fb), tem-se que o m�odulo daNome h(t) H(f)Identidade Æ(t) 1Ampli�
ador aÆ(t) aAmpli�
ador e atraso aÆ(t� b) a exp(�j2�fb)Tabela 5: Resposta impulsional e em frequên
ia de SLIT b�asi
os.resposta em frequên
ia �e jH(f)j = jaj e arg[H(f)℄ = �2�fb. Este SLIT apresenta ganho 
onstante paratodas as frequên
ias e desfasamento que depende da frequên
ia. Por exemplo, 
om a = 3 e b = 12 , tem-seH(f) = 3 exp(�j�f).2.6.2 Exemplos - �ltrosA tabela 6 apresenta três exemplos de SLIT, 
om a respe
tiva resposta impulsional e resposta em frequên
ia,eviden
iando diferentes tipos de �ltragem.Sistema h(t) H(f)Ampli�
ador 
om atraso 5Æ(t� 7) 5 exp(�j2�f7)Filtro passa-baixo 200sin
(200t) �� f200�Filtro passa-alto Æ(t)� 200sin
(200t) 1��� f200�Tabela 6: Resposta impulsional e em frequên
ia de SLIT - exemplos.2.7 Asso
ia�
~ao de SLITNesta se
�
~ao, 
onsideram-se asso
ia�
~oes b�asi
as de SLIT. Analisam-se as respostas impulsionais e em frequên
iaequivalentes.2.7.1 Asso
ia�
~ao s�erie (
as
ata)A �gura 9 apresenta o diagrama da asso
ia�
~ao em s�erie (ou 
as
ata) de v�arios SLIT. Relativamente �a asso
ia�
~aos�erie veri�
a-se quey(t) = x(t) � h1(t) � h2(t) � : : : � hN (t) = x(t) � h1(t) � h2(t) � : : : � hN(t)| {z }heq(t) ; (18)10
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Figura 9: Diagrama da asso
ia�
~ao s�erie.ou seja, a resposta impulsional equivalente da asso
ia�
~ao s�erie �e de�nida pela 
onvolu�
~ao das respostas im-pulsionais dos sistemas asso
iados. Dado que a 
onvolu�
~ao no tempo 
orresponde ao produto no dom��nio dafrequên
ia, tem-se Y (f) = X(f)(H1(f)H2(f) : : :HN (f)) = X(f)H1(f)H2(f) : : :HN (f)| {z }Heq(f) ; (19)veri�
ando-se que a resposta em frequên
ia equivalente para a asso
ia�
~ao s�erie 
orresponde ao produto dasrespostas em frequên
ia. No 
aso de sinais e sistemas dis
retos a equa�
~ao (18) toma a formay[n℄ = x[n℄ � h1[n℄ � h2[n℄ � : : : � hN [n℄ = x[n℄ � h1[n℄ � h2[n℄ � : : : � hN [n℄| {z }heq [n℄ : (20)2.7.2 Asso
ia�
~ao paraleloA �gura 10 apresenta o diagrama da asso
ia�
~ao em paralelo de v�arios SLIT. Efe
tuando an�alise idênti
a �a
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Figura 10: Diagrama da asso
ia�
~ao paralelo.anterior, sobre a asso
ia�
~ao paralelo, obt�em-se no dom��nio do tempoy(t) = x(t) � h1(t) + x(t) � h2(t) + : : :+ x(t) � hN (t) = x(t) � (h1(t) + h2(t) + : : :+ hN (t))| {z }heq(t) : (21)No dom��nio da frequên
ia a express~ao 
orrespondente �eY (f) = X(f)H1(f) +X(f)H2(f) + : : :+X(f)HN (f) = X(f) (H1(f) +H2(f) + : : :+HN (f))| {z }Heq(f) : (22)Con
lui-se que na asso
ia�
~ao paralelo, a resposta impulsional equivalente 
orresponde �a soma das respostasimpulsionais, tal 
omo a resposta em frequên
ia equivalente 
orresponde �a soma das respostas em frequên
ia.Note-se que para sinais e sistemas dis
retos a equa�
~ao (21) toma a formay[n℄ = x[n℄ � h1[n℄ + x[n℄ � h2[n℄ + : : :+ x[n℄ � hN [n℄ = x[n℄ � (h1[n℄ + h2[n℄ + : : :+ hN [n℄)| {z }heq [n℄ : (23)11



3 An�alise de SLITNesta se
�
~ao exploram-se as propriedades dos SLIT, 
om ênfase na resposta em frequên
ia e na separa�
~ao destaem m�odulo e fase.3.1 SLIT 
ont��nuoSeja x(t) = 2� � t�0:51 � o sinal de entrada no SLIT 
uja resposta impulsional �e h(t) = � � t�0:51 �. Cal
ulandoa 
onvolu�
~ao linear entre estes dois sinais tem-se o sinal y(t) presente na sa��da do SLIT. Este resultado foiapresentado na se
�
~ao 2.4. Analisando estes sinais no dom��nio da frequên
ia tem-seX(f) = TF [x(t)℄ = 2sin
(f) exp(�j2�f0:5) = 2sin
(f) exp(�j�f)e H(f) = TF [h(t)℄ = sin
(f) exp(�j2�f0:5) = sin
(f) exp(�j�f);pelo que Y (f) = 2sin
(f) exp(�j�f)sin
(f) exp(�j�f) = 2sin
2(f) exp(�j2�f):Veri�
a-se que Y (f) 
orresponde �a transformada de Fourier de y(t) = 2�(t� 1), determinado pela 
onvolu�
~aolinear, na se
�
~ao 2.4.3.2 SLIT 
ont��nuo - �ltro passa baixoComo exemplo, admita-se que determinado SLIT tem resposta em frequên
ia H(f) = 2�( f50 ). Apresenta-se osinal x(t) = 2 + 
os(2�10t) + 3 
os(2�20t) + 
os(2�100t), na entrada do sistema. Veri�
a-se queX(f) = 2Æ(f) + 12Æ(f � 10) + 12Æ(f + 10) + 32Æ(f � 20) + 32Æ(f + 20) + 12Æ(f � 100) + 12Æ(f + 100):O espe
tro do sinal de sa��da �eY (f) = X(f)H(f) = X(f)2�� f50�= 4Æ(f) + Æ(f � 10) + Æ(f + 10) + 3Æ(f � 20) + 3Æ(f + 20): (24)Logo, a express~ao do sinal de sa��da �e y(t) = 4 + 2 
os(2�10t) + 6 
os(2�20t).3.3 SLIT 
ont��nuo - asso
ia�
~ao paralelo de �ltros passa baixoConsiderando H(f) = 2�� f50�+2�� f100�, 
ujo esbo�
o se apresenta na �gura 11, o 
omportamento do sistema�e des
rito da seguinte forma:. rejeita (remove) sinais 
om frequên
ia igual ou superior a 50 Hz;. na banda [25; 50[ Hz apresenta ganho (m�odulo) de 2, ou seja, 
omporta-se 
omo ampli�
ador de ganho 2para sinais nesta banda;. na banda [0; 25[ Hz apresenta ganho 4.Veri�
a-se ainda que o SLIT tem fase nula. Apresenta-se o sinal x(t) = �1 + 
os(2�10t+ �4 ) + 4 sin(2�30t)�
H(f)
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0
 25
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-25
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 f
Figura 11: Resposta em frequên
ia de SLIT.
os(2�70t), na entrada do sistema. Seguindo pro
edimento idênti
o ao do exemplo anterior, veri�
a-se que aexpress~ao do sinal de sa��da �e y(t) = �4 + 4 
os(2�10t+ �4 ) + 8 sin(2�30t).12



3.4 Sistema RC de 1a ordem (passa-baixo)A �gura 12 representa o sistema RC de 1a ordem. Analisando a equa�
~ao (12) tem-se
R


C
x(t)...X(f)
 y(t)...Y(f)


Figura 12: Sistema RC de 1a ordem.Y (f) = X(f)H(f) H(f) = Y (f)X(f) :Atendendo a que a resposta em frequên
ia do 
ondensador �e dada por Z
 = 1jwC = 1j2�fC , tem-se que a respostaem frequên
ia do 
ir
uito RC �e dada porHRC(f) = 1jwC1jwC +R = 11 + jwRC = 11 + j2�fRC :A resposta impulsional �ehRC(t) = TF�1 � 11 + j2�fRC � = TF�1 � 1RC1RC + j2�f � = 1RCTF�1 � 11RC + j2�f � = 1RC exp�� 1RC�u(t):Efe
tuando a separa�
~ao de HRC(f) em m�odulo e fase, vem para o m�odulojHRC(f)j = j1jj1 + j2�fRCj = 1p1 + (2�fRC)2 ;enquanto a fase �e dada porarg[HRC(f)℄ = arg[1℄� arg[1 + j2�fRC℄ = 0� atan�2�fRC1 � = �atan(2�fRC):A �gura 13 mostra o m�odulo jHRC(f)j e a fase arg[HRC(f)℄ do sistema, 
onsiderando R = 4:7K
 e C = 22 nF .A tabela 7 mostra o valor do m�odulo jHRC(f)j e da fase arg[HRC(f)℄ para v�arias frequên
ias.
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Figura 13: M�odulo e fase da resposta em frequên
ia do sistema RC de 1a ordem (R = 4:7 K
 e C = 22 nF ).13



Frequên
ia M�odulo Fase0 1 0o200 0.997 -7.4o500 0.95 -18o1000 0.8386 -33.01o2000 0.609 -52.41o5000 0.2942 -72.88o10000 0.1521 -81.24oTabela 7: M�odulo e fase da resposta do sistema RC de 1a ordem (R = 4:7 K
 e C = 22 nF ), para determinadasfrequên
ias.
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Figura 14: Sistema CR de 1a ordem.3.5 Sistema CR de 1a ordem (passa-alto)Efe
tua-se agora a an�alise do 
ir
uito CR de 1a ordem, apresentado na �gura 14, de forma semelhante �a do
ir
uito RC. Efe
tuando a an�alise em frequên
ia para este 
ir
uito, vemHCR(f) = RR+ 1jwC = jwRCjwRC + 1 = j2�fRCj2�fRC + 1 :Efe
tuando a separa�
~ao em m�odulo jHCR(f)j e fase arg[HCR(f)℄, tem-sejHCR(f)j = 2�jf jRCp1 + (2�fRC)2e arg[HCR(f)℄ = arg[j2�fRC℄� arg[j2�fRC + 1℄ = � 90o � atan(2�fRC); f > 0�90o � atan(2�fRC); f < 0:A �gura 15 mostra respe
tivamente o m�odulo jHCR(f)j e a fase arg[HCR(f)℄ do sistema, 
onsiderando R =4:7 K
 e C = 22 nF . A tabela 8 mostra o valor do m�odulo e da fase para v�arias frequên
ias.Frequên
ia M�odulo Fase0 0 90o200 0.129 82.6o500 0.309 72.0o1000 0.545 57.0o2000 0.793 37.6o5000 0.9557 17.1o10000 0.9884 8.8oTabela 8: M�odulo e fase da resposta do sistema CR de 1a ordem (R = 4:7 K
 e C = 22 nF ), para determinadasfrequên
ias.
14
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Figura 15: M�odulo e fase da resposta em frequên
ia do sistema CR de 1a ordem (R = 4:7 K
 e C = 22 nF ).3.6 Asso
ia�
~ao S�erie RC/CR (passa-banda)Realiza-se agora a asso
ia�
~ao em s�erie dos dois sistemas apresentados nas se
�
~oes anteriores. A asso
ia�
~ao s�eriedos sistemas apresenta-se na �gura 16. A resposta em frequên
ia do sistema equivalente �e dada por
R


C
 R


C


x(t)...X(f)
 y(t)...Y(f)


Figura 16: Asso
ia�
~ao em s�erie dos sistemas RC e CR.H(f) = HRC(f)HCR(f) = 11 + j2�fRC j2�fRC1 + j2�fRC = j2�fRC(1 + j2�fRC)2 :Por sua vez o m�odulo jH(f)j e a fase arg[H(f)℄ deste sistema, têm as seguintes express~oesjH(f)j = jHRC(f)jjHCR(f)j = 1p1 + (2�fRC)2 2�jf jRCp1 + (2�fRC)2 = 2�jf jRC1 + (2�fRC)2arg[H(f)℄ = arg[HRC(f)℄ + arg[HCR(f)℄ = � �atan(2�fRC) + 90o � atan(2�fRC); f > 0�atan(2�fRC)� 90o � atan(2�fRC); f < 0= � 90o � 2atan(2�fRC); f > 0�90o � 2atan(2�fRC); f < 0: (25)A �gura 17 mostra o m�odulo e a fase 
onsiderando R = 4:7 K
 e C = 22 nF . A tabela 9 mostra o valor dom�odulo e da fase para v�arias frequên
ias.4 Utiliza�
~ao do MATLABA fun�
~ao 
onv do MATLAB realiza o 
�al
ulo da 
onvolu�
~ao linear. O 
omando MATLAB apresentado deseguida 
al
ula a 
onvolu�
~ao linear dis
reta apresentada na tabela 4 e na �gura 5.>> 
onv( [3,4,1℄, [2,0,-3,5℄ )ans =6 8 -7 3 17 5>> 15
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Figura 17: M�odulo e fase da resposta em frequên
ia da asso
ia�
~ao em s�erie RC/CR de 1a ordem (R = 4:7 K
e C = 22 nF ). Frequên
ia M�odulo Fase0 0 90o200 0.128 75.2o500 0.294 54.0o1000 0.457 24o2000 0.4833 -14.8o5000 0.2812 -55.77o10000 0.1504 -72.4992Tabela 9: M�odulo e fase da resposta da asso
ia�
~ao s�erie dos sistemas RC/CR de 1a ordem (R = 4:7 K
 eC = 22 nF ), para v�arias frequên
ias.A fun�
~ao demo_slit apresenta o 
�odigo ne
ess�ario para apli
ar um sinal de audio no formato wave, na entradado SLIT 
om h[n℄ = 2Æ[n℄� 3Æ[n� 2℄ + 5Æ[n� 3℄ e reproduzir na 
ard de audio o sinal obtido �a sa��da.fun
tion demo_slit()[x,Fs℄ = wavread('musi
.wav');h = [2 0 -3 5℄;y = 
onv( x, h );wavplay(y, Fs);5 Exer
��
ios propostos1. Considere o sistema RC apresentado na �gura 13. Qual a express~ao do sinal �a sa��da do sistema quando naentrada se apresenta� x1(t) = 2
os(2�500t+ �)?� x2(t) = 3� 
os(2�1000t+ �)?2. Cal
ule a resposta em frequên
ia equivalente da asso
ia�
~ao paralelo dos sistemas RC e CR. Obtenha asexpress~oes do m�odulo e fase da resposta em frequên
ia.3. Sobre um SLIT 
ont��nuo foram apli
ados v�arios sinais na entrada e observadas as respe
tivas sa��das, tal
omo des
rito na tabela abaixo. Sobre o sistema, sabe-se ainda que o m�odulo da resposta em frequên
ia �e dotipo jH(f)j = K �( fW ), em que K e W s~ao 
onstantes positivas.16



Sinal de entrada x(t) Sinal de sa��da y(t)2 
os(2�100t+ �6 ) 36 
os(2�100t+ �3 )
os(2�500t) 10 
os(2�500t+ �6 )3 
os(2�2500t� �4 ) 06 
os(2�5000t) 0a) Determine e esbo
e o m�odulo da resposta em frequên
ia jH(f)j, dando valores a K e W ; esbo
e uma fase,arg[H(f)℄, poss��vel para este sistema;b) Determine e esbo
e o sinal na sa��da do sistema quando na entrada se apresenta o sinal x(t) da �guraabaixo.
x(t)
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4. Seja h1[n℄ = Æ[n� 1℄ + 2Æ[n� 3℄ + Æ[n� 4℄, a resposta impulsional do SLIT S1.a) Determine e esbo
e o sinal na sa��da do sistema quando na entrada se apresenta x[n℄ = 3Æ[n� 10℄ + 3Æ[n� 11℄.b) Apresente o diagrama de blo
os detalhado 
om ganhos, atrasos e somadores, do sistema S2, o qual 
orre-sponde �a asso
ia�
~ao s�erie de S1 
onsigo pr�oprio.5. Considere os SLIT dis
retos S1 e S2 
ujas respostas impulsionais s~ao h1[n℄ = 3Æ[n � 1℄ � 3Æ[n � 2℄ eh2[n℄ = 4Æ[n� 3℄ + 6Æ[n� 5℄, respe
tivamente.a) Qual o sinal na sa��da de S1 quando na entrada se apresenta o sinal x[n℄ = 3Æ[n� 4℄?b) Considere a asso
ia�
~ao s�erie de S1 
om S2; 
al
ule a resposta impulsional do sistema equivalente (heq[n℄)e apresente o respe
tivo diagrama de blo
os.6. Considere o sinal x[n℄ = 2Æ[n℄ + 2Æ[n� 1℄ + 2Æ[n� 2℄.a) Cal
ule e esbo
e o sinal resultante da 
onvolu�
~ao linear da 
omponente par de x[n℄ 
om o sinal x[2n℄, ouseja, xe[n℄ � x[2n℄;b) Esbo
e o diagrama de blo
os do sistema 
uja resposta impulsional �e x[2n℄; esbo
e o sinal na sa��da dosistema quando na sua entrada se apresenta o sinal s1[n℄ = xe[n℄ + 2Æ[n℄ + Æ[n� 1℄.Sugest~ao: Pro
ure reutilizar alguns 
�al
ulos da al��nea anterior.7. Considere o SLIT dis
reto S. A �gura da esquerda apresenta um diagrama de blo
os que representa osistema e a �gura da direita representa uma asso
ia�
~ao de v�arios SLIT S.a) Determine a resposta impulsional do SLIT S e apresente o diagrama de blo
os simpli�
ado.b) Cal
ule e esbo
e a resposta impulsional equivalente da asso
ia�
~ao apresentada na �gura da direita.
) Qual o sinal na sa��da da asso
ia�
~ao da �gura da direita, quando na entrada est�a x[n℄ = Æ[n�4℄+ Æ[n�6℄?17
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6 Alguns links interessantesApresenta-se a lista de dois links referentes a sistemas lineares e invariantes no tempo, nomeadamente ao 
�al
uloda 
onvolu�
~ao linear.� Demonstra�
~oes de 
�al
ulo da 
onvolu�
~ao linear dis
reta:http://www.jhu.edu/~signals/dis
rete
onv2/index.html� Demonstra�
~oes de 
�al
ulo da 
onvolu�
~ao linear 
ont��nua:http://www.jhu.edu/~signals/
onvolve/index.htmlA Apêndi
eA.1 Matriz de ToeplitzA matriz de Toeplitz 
ara
teriza-se por possuir o mesmo elemento ao longo da diagonal prin
ipal e das subdi-agonais. �E utilizada para realizar opera�
~oes de 
orrela�
~ao e 
onvolu�
~ao linear. A matriz quadrada de Toeplitz
om dimens~ao N tem a forma TN = 26666664 t0 t�1 : : : t�N+1t1 t0 t�N+2t2 t1 ...... t�1tN�1 t2 t1 t0
37777775 :Apresenta-se 
omo exemplo, uma matriz quadrada, 
om N = 3:T3 = 24 1 9 45 1 96 5 1 35 :A matriz n~ao �e obrigatoriamente quadrada. Por exemplo,266664 1 9 45 1 96 5 13 6 54 3 6 377775�e uma matriz de Toeplitz.A.2 Convolu�
~ao no tempo/multipli
a�
~ao na frequên
iaDemonstra-se a propriedade da transformada de Fourier que indi
a que a 
onvolu�
~ao no tempo 
orresponde aoproduto na frequên
ia x(t) � y(t) $ X(f)Y (f): (26)Tendo em 
onta a de�ni�
~ao da 
onvolu�
~ao linear 
ont��nuax(t) � y(t) = Z 1�1 x(�)y(t � �) d�; (27)18



a de�ni�
~ao de transformada de FourierX(f) = Z 1�1 x(t) exp(�j2�ft) dt (28)e apli
ando a primeira sobre a segunda obt�em-seTF [x(t) � y(t)℄ = Z 1�1(x(t) � y(t)) exp(�j2�ft) dt= Z 1�1�Z 1�1 x(�)y(t � �) d�� exp(�j2�ft) dt= Z 1�1 x(�)�Z 1�1 y(t� �) exp(�j2�ft) dt�| {z }Y (f) exp(�j2�f�) d�= Z 1�1 x(�)Y (f) exp(�j2�f�) d� = Y (f) Z 1�1 x(�) exp(�j2�f�) d�| {z }X(f) = Y (f)X(f) = X(f)Y (f): (29)Referên
ias[1℄ A. Carlson. Communi
ation Systems. M
Graw-Hill, 4th edition, 2001.[2℄ H. P. Hsu. Signals and Systems. M
Graw-Hill, 1995.[3℄ J. M
Clellan, R. S
hafer, and M. Yoder. DSP First - A multimedia approa
h. Prenti
e Hall, 2003.[4℄ A. Oppenheim and A. Willsky. Signals and Systems. Prenti
e Hall, 1996.[5℄ B. Veen and S. Haykin. Signals and Systems. John Wiley & Sons, 1999.
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