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Motivacao e Objectivos

Este documento tem como objectivo apresentar os topicos mais relevantes relacionados com a série de Fourier,
enquadrando-os com o programa da disciplina. A apresentacio dos tépicos assenta na andlise de sinais como
vectores e no conceito de base ortonormada. Interpretam-se as equacgoes de andlise e de sintese da série,
exploram-se as propriedades e simetrias. Apresentam-se exemplos de célculo, exemplifica-se o uso das tabelas
de pares tipicos e propoem-se exercicios. A consulta deste documento nio substitui a bibliografia recomendada
1,2, 3, 4, 5].
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1 Introducao

O presente documento estd organizado da forma que a seguir se descreve. A seccdo 2 apresenta os conceitos
fundamentais, leccionados na disciplina, sobre os quais a exposicao do restante documento assenta. A seccdo
3 trata da definicdo da série de Fourier, as suas equagoes de andlise e sintese, pontos notdveis e simetrias. A
seccao 4 contém exemplos de cédlculo para sinais de largura de banda finita e infinita. Na seccdo 5 propoem-se
exercicios de aplicacdo desses conceitos e na seccdo 6 listam-se alguns links relacionados com este tema.

2 Conceitos utilizados

A série de Fourier!

a condicao:

aplica-se a sinais periédicos. Um sinal é periédico (ou estritamente repetitivo) se cumprir

z(t) = z(t + kT,),

em que T, representa o periodo fundamental do sinal e k é inteiro relativo ndo nulo. A frequéncia fundamental
fo, Ou seja, a frequéncia a qual o sinal se repete define-se como f, = T%, A ideia essencial da série de Fourier
consiste em decompor o sinal x(t) & custa das suas componentes de frequéncia (kf,), calculando a projecgao
(contribuigdo) de cada componente de frequéncia na constituicio do sinal. Para analisar a série de Fourier,
recorre-se a analise de sinais como vectores e ao uso de base ortonormada.

2.1 Produto interno

Sejam os vectores ¥ = [z1,Z2,...,ZN] € ¥ = [y1,¥2,---,yn]. O produto interno entre estes dois vectores define-se
como
N
<f,27>22$iyi- (1)
i=1

De forma semelhante, define-se o produto interno para sinais continuos, discretos, de energia e de poténcia, tal
como se apresenta na tabela 1, considerando sinais com amplitude complexa. Note-se que fT e >, representam
o célculo do integral e do somatério num periodo, respectivamente.

Tipo Continuo Discreto

Energia /_00 z(t)y” (t) dt Z z[n]y*n]

o0

1 T
Poténcia —/ z(t)y*(t) dt | = > z[n]y*[n]
T Jr N =

Tabela 1: Definicdo do produto interno para os quatro tipos de sinal com amplitudes complexas.

Considerando que os sinais sdo reais, o produto interno passa a estar definido da forma apresentada na
tabela 2. Verifica-se que o produto interno de um sinal consigo préprio resulta na energia (para sinais do tipo

Tipo Continuo Discreto

Energia /jo z(t)y(t) dt Z z[n]y[n]

Poténcia %/Ta:(t)y(t) dt %;x[n]y[n]

Tabela 2: Definicdo do produto interno para os quatro tipos de sinal com amplitudes reais.

energia) ou poténcia desse sinal (para sinais do tipo poténcia). Por exemplo, para sinais de energia continuos
com amplitudes reais tem-se

< x(t),z(t) >= /Oo z(t)z(t) dt = /Oo 22(t) dt = E,.

— 00 — 00

1Jean Baptiste Joseph Fourier (1768-1830) http://www-gap.dcs.st-and.ac.uk/ history/Mathematicians/Fourier.html



Considerando sinais periédicos continuos com amplitude complexa obtém-se
1 . 1 )
<z(t),z(t) >= = [ z@)z"(t) dt == [ |z(t)|* dt = P,.
T Jr T Jr
2.2 Base ortonormada

Define-se como base ortonormada um conjunto de vectores (sinais) de norma unitdria e ortogonais entre si.

Seja ® = {51, 52, cey §N} um conjunto com N vectores ortogonais e de norma unitaria, ou seja, verificam a
condicao
s o 3,2, m=1 1, m=I
G 6o { Bl m=t [ 1 :
<mal> {0, m;él 0, m#l ()

Este conjunto gera um espago vectorial de dimensdo N. Qualquer elemento #, desse espago pode ser escrito na
forma de combinagdo linear dos vectores de base:

N
T = Zakék:alél -|-042(i;2+...+O£N(fN. (3)
k=1

Os coeficientes ay, da combinagio linear resultam da projeccdo do vector Z sobre os N vectores de base:

< # & > L
ak:_’,ig: 7P > . (4)
|||
A equacdo (3) pode ser escrita na forma
N N
F=) ap®p =) <i®, >y (5)
k=1 k=1

2.2.1 Propriedades dos coeficientes de projeccao
Sejam
N
F=) ax®, e §=Y B,
k=1 k=1

dois vectores (sinais) correctamente expressos sobre a mesma base ortonormada. Os coeficientes de projecgio
(o e Br) sobre a base ortonormada, possuem as seguintes propriedades:

1. o produto interno entre dois vectores (sinais) pode ser efectuado através dos coeficientes de projeccao;
2. o célculo da energia/poténcia pode ser efectuado através dos coeficientes de projecgio.

Em seguida, demonstram-se estas propriedades. O produto interno entre estes dois sinais é dado por

N N
< Iy >=< Zakq)k , Zﬁkq’k >
k=1 k=1

=< a1® + by +...+an®y, 1B + foBs + ...+ nBy >
=f < 81,8 >+a1f< B, By >+... Fafn< By, By >
————— ————— ————
1 0 0
+O£2ﬂ1<(i52,(i51 >+O£2ﬂ2<(i;2,(i;2 >+...+OéNﬂN<(i5N,(i;N >
—_—— —_—— —_——

0 1 1

N
=ai/ +O¢2B2+...+OéNﬁN:ZOékﬁk, (6)
k=1

ou seja, o produto interno entre os sinais equivale ao produto interno entre os N coeficientes de projeccio. Caso
os coeficientes sejam complexos tem-se que o produto interno é

N
< f,:lj>: Zakﬁ,’;
k=1



A segunda propriedade demonstra-se a partir da primeira, fazendo & = 7

N N
- o * 2
<E,T>= apoy, = | |”.
k=1 k=1

Note-se que o produto interno de um sinal consigo préprio resulta na energia ou poténcia desse sinal, para sinais
de energia e poténcia, respectivamente. Desta forma, resulta que para sinais de energia

N
<ELE>=E, =) |l (7)
k=1
enquanto que para sinais de poténcia se obtém

N
<EE>=P =Y |l (8)
k=1

2.3 Relagao entre sinais, sistemas e vectores

A equacdo (3) é realizada pelo sistema misturador apresentado na figura 1, no qual se aplicam os sinais de base
na entrada e os factores de amplificacdo sdo os coeficientes de projeccdo. Este diagrama é genérico, ou seja,
adequa-se aos quatro tipos de sinal, referidos anteriormente.

4)1 > a

|
b, > o, >+
¢N >I oy ]

Figura 1: Tlustracao da representacao de sinais a custa da base ortonormada.

2.3.1 Exemplos de base ortonormada

Apresentam-se exemplos de bases ortonormadas constituidas por sinais discretos e continuos, periédicos e ndo
periodicos.

Sinais continuos de energia
A figura 2 mostra trés sinais disjuntos no tempo que por consequéncia sdo ortogonais entre si. Verifica-se que
todos tém norma (energia) unitdria com A=C=1 e B=+/0.1. Nesta situagio obtém-se uma base ortonormada.

at) b(t) c(t)
A A

N
A B T cT

v
v
i /

Figura 2: Base ortonormada, constituida por trés sinais continuos de energia.

Sinais discretos de energia
A figura 3 exemplifica uma base ortonormada com quatro sinais discretos de energia. Note-se que sinais disjuntos



no tempo sio ortogonais entre si e a reciproca nio é verdadeira. A ortogonalidade entre sinais ndo implica que
estes sejam disjuntos no tempo.

A A A AR

0123 n 01 (2|3 n 4 5 6 7 n 141516 17 n
-0.5

Figura 3: Base ortonormada, constituida por quatro sinais discretos de energia.

Sinais continuos de poténcia

As sinuséides z(t) = Acos(27 f,ot) e y(t) = Bsin(27 f,t) sdo ortogonais e como tal formam base ortogonal. De
facto, calculando o produto interno entre os dois sinais tem-se

1 T
<a(t)y(t) >= /0 Acos(2mf,t) B sin(2r f,t) dt

T T
= ATB/ cos(27 fot) sin(27 f,t) dt = A_B/ sin(2r2f,t) dt
0 0

2T
AB
=57 2maf, (— cos(27r2ézz) — (—cos(0)))
1
AB
=57 271_;]00 \(_ cos(4wl+ cos(0)) = 0. (9)

0

Neste cédlculo, utiliza-se a identidade trigonométrica sin(2a) = 2sin(a) cos(a).
A poténcia de um sinal sinusoidal a(t) = A cos(27 f,t + ¢) é A;, tal como a seguir se demonstra

T
P, = %/0 (Acos(2m fot 4 ¢))* dt

A2 T A2 T 1 1
=7 / cos® (2m fot + ¢) dt = —/ =+ = cos(2m2f,t + 2¢) dt
0 0

T 2 2
AQ T 1 A2 T 1
= ? o 5 dt + ? o 5 COS(27T2f0t + 2¢) dt
A% 1 A?1 1 . .
= ?§T + T 22737, (sin(272 foT +2¢) — sin(0 + 2¢))
1
AZ 421 1 A?
5 + T 39:2], (sin(47m 4 2¢) — sin(2¢)) 5 (10)

~ v
'

0

. . . - +v2)?
Verifica-se assim que para a base ser ortonormada é necessirio que A = B = +v/2, para P, = # = 1.
Conclui-se que os sinais

{z(t) = V/2cos(2m f,t), y(t) = V/2sin(27f,t)},
constituem base ortonormada completa para a frequéncia f,. Qualquer sinal que contenha apenas a frequéncia
fo é completamente representavel nesta base.
2.4 Base ortonormada para sinais periodicos
2.4.1 Relacoes e propriedades uteis
As identidades trigonométricas apresentadas de seguida sdo designadas por férmulas do produto:
o cos(a) cos(b) = 1 cos(a + b) + 3 cos(a — b);

e sin(a) sin(b) = 1 cos(a — b) — 3 cos(a + b);



e sin(a) cos(b) = 1sin(a — b) + 3 sin(a + b).

Estas relagoes sdo teis no cdlculo do produto interno entre sinais sinusoidais. A fun¢do sinusoidal também
possui a propriedade de, num ou mais periodos completos?, a sua integracio é nula. Considerando k € Z,
tem-se:

T
%/0 Acos(2rkfot + ¢) dt = %27rk - (A sin(27rki0121+¢) — Asin(0 + ¢))
1 1
= Tomk], (Asin(27k + ¢)v— Asin(0 + ¢))
0
1 1
= T2kl SA sin(qﬁ);Asin(qﬁ))/ =0. (11)

0

Esta propriedade foi utilizada na equagéo (10).

2.4.2 Base ortonormada de sinais reais

A titulo de exemplo, considerem-se os sinais peridédicos de frequéncia fundamental 50 Hz:
e z(t) = 3 cos(2m50t) + 2 cos(2w100¢);
e y(t) = 3sin(2w50¢).

Seja a base ortonormada definida por {v/2cos(2750t), /2 cos(27100¢)}. A norma (poténcia) unitaria é assegu-
rada pelo facto da amplitude ser /2. Verifica-se ainda que os sinais sio ortogonais:

1
50
< V2 cos(2750t), V2 cos(2r100t) >= 2 < cos(2r50t), cos(2r100t) >= — / cos(2w50¢) cos(2r100t) dt

21 50 21 50
= %5/0 cos(27150t) dt +%§/0 cos(2m(—=50)t) dt =0 (12)

0 0

A representacdo de x(t) nesta base é dada por:

z(t) = % V2 cos(2m50¢) + % V2 cos(27100t).
~~ ~~

a1 (6%}

No caso do sinal y(t) = 3sin(2750t), verifica-se que este nao se projecta na base, dada a ortogonalidade entre
seno e co-seno. O primeiro coeficiente de projeccdo é dado por

1
" sin(27100f) dt = 0.

v

< y(t), V2cos(2w50t) >= 3\f / sin(2750t) cos(2r50t) dt = 331 250

-~

0

O segundo coeficiente de projeccao é

1
y(t), V2 cos(2r100t) >= 3f / " sin(2r50t) cos(2100¢) di

_3V21 3f
=0 3 / sin(27150t) dt+w§ 51n(27r(—50)t) dt = 0. (13)

0 0

v

Desta forma, conclui-se que a base anterior nao é completa para a representacdo de sinais com componentes de
frequéncia 50 e 100 Hz. Pelo mesmo motivo, nao é possivel representar o sinal z(t) sobre a base ortonormada

{V/2sin(2750t), v/2 sin(27100¢) }.

2Em ndmero inteiro de perfodos.




2.4.3 Base ortonormada de sinais complexos

Dados os resultados apresentados, e pretendendo obter uma base completa para a representacao de sinais
periddicos, chega-se a necessidade de:

1. utilizar as componentes seno e co-seno em cada frequéncia (porque estas sdo ortogonais);
2. nao misturar as projeccoes destas duas componentes.
3. manter a base ortonormada.

Desta forma, os sinais de base devem ser complexos, para que as projecgoes em co-seno e seno co-existam para
cada frequéncia. Chega-se assim a base ortonormada constituida por:

{exp(j2750t), exp(j27(—50)t), exp(j27100t), exp(j2w(—100)¢)}.
A representacdo dos sinais z(t) e y(t) nesta base é dada por:
o z(t) = 2 exp(j2750t) + 3 exp(j2m(—50)t) + exp(j2mr100t) + exp(j2m(—100)t);
o y(t) = —j3 exp(j2m50t) + j3 exp(j2m(—50)t);

Verifica-se que os coeficientes de projeccao sdo nimeros complexos. Esta representacio é obtida pela aplicacao
das férmulas de Euler:

exp(ja) + exp(—ja)

cos(a) = 5 = %exp(ja) + %exp(—ja).
sin(a) = exp(ja) — ?Xp(_ja) S exp(ja) + Zexp(—ja).

2j 2 2

2.4.4 Base ortonormada de exponenciais complexas

Demonstra-se que as exponenciais complexas constituem base ortonormada para a representacao de sinais
periddicos. Por exemplo, seja ® = {exp(j27 f,t),exp(—j2nf,t)}. Verifica-se que estes dois sinais constituem
base ortonormada se:

1) possuem norma unitdria (o que neste caso corresponde a poténcia unitaria);
2) sdo ortogonais.

Aplicando a definicdo de poténcia tem-se

/ ) dt = 1/Tole (j2mfot)|? dt 1/T01dt 1
= — X o = — = 1.
T, ), 'OPVT T, J,

Este calculo também pode ser efectuado da seguinte forma:

P 1 [ , , 1 [
= — @) dt = — = — exp(j2m fot) exp(—j2n fot) dt = — 1dt=1.
TO 0 TO 0

Calculando o produto interno verifica-se

< exp(j2m fot), exp(—j2m fot) >= —/ exp(j2m fot) exp(j27 fot) dt = —/ exp(j2m2f,t) dt
1 T
= —/ cos(2m2f,t) dt +j—/ sin(272f,t) dt = 0. (14)
T, Jo T, Jo
0 0

Conclui-se assim que os sinais tém poténcia (norma) unitaria e sdo ortogonais.



2.4.5 Base ortonormada de exponenciais complexas - generalizacao para kf,

O conjunto de sinais exp(j27kf,t), com k € Z constitui base ortonormada. Dado que ji se demonstrou que
a poténcia (norma) destes sinais é unitdria, basta verificar o produto interno entre todos os sinais. Sejam
k‘l,kQ € Z tais que k1 75 ko.

1 [T
< exp(j2mky fot), exp(j2mka fot) >= T / exp(j2mk; fot) exp(—j2mka fot) dt
oJo

[T

= —/ exp(j2m (k1 — k2) fot) dt
TO 0
1 1

R AR ’“2>&1§3> — exp(j2m(ky = k2)f,0))

1 . 1
1

(1-1)=0. (15)

3 Série de Fourier
A série de Fourier aplica-se a sinais periddicos, ou seja, aqueles que cumprem a condicdo
z(t) = z(t + kT,),

em que T, representa o perfodo fundamental do sinal enquanto que k é inteiro relativo ndo nulo (k € Z). A
frequéncia fundamental f,, ou seja, a frequéncia a qual o sinal se repete define-se como f, = TL

3.1 Equacao de sintese

Joseph Fourier demonstrou que um sinal periédico z(t) com frequéncia fundamental f, pode ser escrito na forma
da soma de sinuséides com frequéncia f, e suas multiplas kf,

o0

w(t) = Y X[klexp(j2n(kfo)t), (16)

k=—o0

em que X[k],k € Z sdo os coeficientes da série de Fourier [1, 2, 3, 4, 5]. Note-se a relagdo entre as equagoes (16)
e (3). Os coeficientes X [k] constituem a projeccao de z(t) sobre a base ortonormada definida por exp(j2nk f,t),
com k € Z. A equacdo (16) designa-se por equacio de sintese da série complexa de Fourier e encontra-se
escrita na forma exponencial. Existem outras duas formas de escrita equivalentes (trigonométrica e harménica)
que podem ser encontradas em [2, 5]. Um sinal z(t) pode ser expresso em série de Fourier, apenas se cumprir
as condicoes de Dirichlet [2, pdg. 213]. Analisando individualmente os termos da equagdo (16) evidencia-se a
escrita na forma do produto coeficiente pela funcao de base

z(t) = ...+ X[=3]exp(j2m(=3fo)t) + X[-2] exp(j2m(=2[o)t) + X[—-1] exp(j27(—f,)t)
+ X[0]
+ X[1] exp(52m(f,)t) + X [2] exp(j27(2f,)t) + X[3] exp(j27(3fo)t) + .- .. (17)

Cada coeficiente X [k] representa a projec¢do (contribuigéo) de cada fungéo base na formagao (sintese) do sinal.

3.2 Equacao de andlise

Os coeficientes X [k] (complexos) sdo calculados através da projeccdo do sinal periédico z(t) sobre as funcoes
de base exp(j2rwkf,t).

< z(t),exp(j2mk fot) >
< exp(j2nkfot),exp(j2nk fot) >

=< z(t),exp(j2rk fot) >= —/ t) exp(—j2nkf,t) dt. (18)

X[k] = projexp(j%rkfot)m( )

Os coeficientes de Fourier sdo os coeficientes de projeccao do sinal sobre as varias harmodnicas que o constituem e
traduzem a contribui¢do de cada harménica. Define-se harménica de ordem k como a frequéncia k f, [1, 2, 3, 4, 5].



A equagdo (18) é referida como equagio de andlise da série de Fourier, dado que os coeficientes X [k] traduzem a
analise do sinal, no que respeita a contribuicdo das componentes de frequéncia que o constituem. Por exemplo,
para k=0, tem-se

1 1

T, T,
X[0] = T/o o (t) exp(—j2n0f,t) dt = T/o () dt = m,

o que constitui o valor médio do sinal, ou seja, a componente DC. Considerando k=-1 e k=1 obtém-se a
contribuicao da frequéncia fundamental (1* harmonica)
1 1

T, 7o
X[-1] = To/[) z(t) exp(j2n fot) dt, X[1] = To/[) z(t) exp(—j27 fot) dt.

Considerando k=-2 e k=2 obtém-se a contribui¢io da segunda harménica e assim sucessivamente. A tabela 3
mostra a relacdo entre o indice k e a frequéncia correspondente. Tendo em conta a relacdo apresentada na

k -3 -2 -1 |01 2 3
Frequéncia | ... | -3f, | -2fo | -fo | O | fo | 2f0 | 3fo

Tabela 3: Correspondéncia entre o indice k e a frequéncia respectiva.

tabela, estabelece-se a correspondéncia entre os coeficientes espectrais X[k]| e o espectro X[f]. Esta relacao é
ilustrada na figura 4. Verifica-se assim que qualquer sinal periédico possui espectro discreto.

 X[K] X[f]
X[-1 X[-1
X[-2] [-1] X[1] (2] X[-2] [-1] X[1] X(2]
..... LX[0] X[0]
..... 2 1 0 1 2 -k .. 2 ot 2f

Figura 4: Relacdo entre os coeficientes espectrais X[k] e o espectro X][f].

3.2.1 Interpretacao dos coeficientes X[k]

Os coeficientes X [k], obtidos pela projec¢do de um sinal real (z(t)) noutro complexo (exp(j27kf,t)), sdo com-
plexos. O valor de | X[k]|, traduz a poténcia, enquanto que arg[X [k]] se refere ao desfasamento da componente de
frequéncia correspondente a esse coeficiente. Por exemplo, considerem-se as sinuséides z(t) = A cos(27 f,t + ¢),
y(t) = Acos(2r fot) e z(t) = Asin(2n f,t) com a mesma amplitude e frequéncia, diferindo na fase. A decom-
posicao destes sinais em série de Fourier, de acordo com a equagio (16), é respectivamente:

o z(t) = Acos(2mfot+¢) = A (exp(j(27rfot+d>))+2exp(*j(27rfot+d>))) — % exp(jid) eXp(jQﬂ'fot)-l-% exp(—jo) exp(—j2m fot)

e y(t) = Acos(2m fot) = % exp(j27 fot) + % exp(—j2m fot)
e 2(t) = Asin(2nf,t) = i exp(j2m fot) — ]% exp(—j27 fot) = —jé exp(j27 fot) +j§ exp(—j27 fot)

Esta decomposicdo é obtida pela aplicacdo das féormulas de Euler. Obtém-se assim os coeficientes da série de
Fourier para os sinais x(t), y(t) e z(t) bem como os respectivos espectros.

[ Aewp(je), k=1
X[’“]‘{ A exp(—jg), k=-1



{ ~5 = gewp(=i5), f=1o
gexp(i3),  f=—f

Note-se que a informacdo relativa & amplitude (poténcia) das sinuséides consta do mdédulo dos coeficientes
(|X[%]|), enquanto que o desfasamento é representado através do argumento dos coeficientes (arg[X[k]]). Fazendo
¢ = 0 sobre o sinal x(t), obtém-se o sinal y(t). Verifica-se que a diferenca entre X[k] e Y[k] é o argumento (fase)
dos coeficientes. Considerando ¢ = —% sobre x(t), obtém-se o sinal z(t). A figura 5 ilustra a relagao entre
amplitude, frequéncia e fase, expressas no dominio do tempo e no dominio da frequéncia.

A X[f]
[~
NN
2 exp(jo)
x(t)=Acos2nf t+ ¢) T T >
-f 0 f f

o] /
Figura 5: Correspondéncia entre tempo e frequéncia para o sinal sinusoidal.

3.2.2 Calculo da poténcia

Dado que as exponenciais complexas constituem base ortonormada, os coeficientes da série de Fourier podem ser
vistos como a projecgdo do sinal sobre essa base ortonormada. Nestas condigdes, de acordo com a equagao (8),
a poténcia do sinal pode ser calculada através do Teorema de Parseval [1, 2, 4, 5]:

oo

Po= Y |X[KP.

k=—o00

Verifica-se entdo que, a poténcia contida em determinada frequéncia pode ser obtida através da soma do médulo
ao quadrado dos coeficientes correspondentes a essa frequéncia. Por exemplo, a poténcia DC (contida na
componente de frequéncia zero) é dada por

Ppc = |X[0]]%,
enquanto que a percentagem de poténcia DC é
X0]|?
% Ppe: = (Xl O
> IXKP
k=—o00
Por sua vez, a poténcia contida na frequéncia fundamental é Py, = |X[-1]]> + |X[1]|> e a percentagem de

poténcia contida na frequéncia fundamental é dada por

X [=1P + X[

Y XK

k=—oc0

%Py, =




3.2.3 Funcao densidade espectral de poténcia

A fungao densidade espectral de poténcia define-se como S,[f] = | X[f]|? e representa a distribuigao da poténcia
ao longo do espectro do sinal. Verifica-se que

oo

Yo Slfl= Y IX[HP =

k=—oc0 k=—oc0

3.3 Pontos notaveis, propriedades e simetrias
3.3.1 Pontos notaveis

Seja x(t) um sinal real. Fazendo k=0 sobre a equacdo de andlise, tem-se

1 T 1 T
X[0] = T/o o (t) exp(—j2n0f,t) dt = T/o () dt = m,

o que corresponde ao valor médio do sinal num periodo (componente DC, ou de frequéncia zero). De outra
forma, fazendo t=0 sobre a equacao de sintese obtém-se

2(0) = > X[kexp(j2nkf,0)= > X[k]. (19)

k=—o00 k=—o00

3.3.2 Propriedades e simetrias

Os espectros obtidos pela decomposi¢do em série apresentam diversos tipos de simetria, resumidos na tabela 4,
na qual se consideram apenas sinais reais no tempo. Em seguida, demonstram-se estas simetrias.

Tempo: (x(t)) Frequéncia: (X[k]...X[f])
Real e par Real e par
Real e impar Imaginario e impar
Real Simetria complexa conjugada

Tabela 4: Simetria do espectro em funcao da simetria no tempo; z(t) é sinal real.

Sinal real
Tendo em conta a equacdo de andlise

To
X[k] = i/ z(t) exp(—j2rkfot) dt = —/ t)(cos(2mk fot) — jsin(2wk f,ot)) dt

= —/ ) cos(2mk fot) dt —]—/ )sin(27k fot) dt (20)
e a decomposicao de um sinal em componentes par e impar

z(t) + z(—t) x(t) — z(-t)

o(t) = we(t) + ao(t) = ZOENTD L T 22D, (21)
ze(t) zo‘zt)
tem-se
I I
X[k] = T / (ze(t) + 2, (t)) cos(2mk fot) dt — j? / (e (t) + 0 (t)) sin(2mk fot) dt
o Jo o JO
1 To I
= — ) cos(2mk fot) dt + —/ %o (t) cos(2wk fot) dit
TO 0 TO 0
0
1 T°
—j? )sin(2wk fot) dt ]—/ t)sin(2wk f,t) dt. (22)
o Jo

10



Dado que o co-seno tem simetria par® e o seno simetria fmpar?, verifica-se que apenas dois dos quatro termos
apresentados na equagao (22) sdo nao nulos, pelo que

1

T, 1 1o
XH = /0 o (8) cos(2mbot) dt = i /0 2o (1) sin(2k f,t) dt (23)

Re[X[K] T [X 4]

Sobre a equagao (23), considerando valores positivos e negativos para k, constata-se que a parte real do es-
pectro tem o mesmo valor para k positivo ou negativo, enquanto que a parte imagindria é simétrica, fazen-
do com que o espectro seja complexo conjugado, em torno da frequéncia zero, ou seja, o espectro exibe
simetria complexa conjugada. Por consequéncia, o médulo do espectro tem simetria par, enquanto que o argu-
mento tem simetria impar. Atendendo as simetrias de seno e co-seno, a expressao deT[—k] é

1

To
X[-k] = ?0/0 z.(t) cos(2mk fot) dt+]—/ t)sin(2wk fot) dt. (24)

Sinal real par
Na situacdo em que x(t) tem simetria par (ou seja z(t) = z.(t)), a equacdo (23) toma a forma

s
X[k] = Tio/o x(t) cos(2mk fot) dt, (25)
verificando-se que X[k] = X[—k]:
T, To
X[k = Ti / 2o () cos(2m(—k) ft) dt = Ti / 2o () cos(2rk fot) dt. (26)
o JO o JO0

Conclui-se que o espectro, para além de real, apresenta simetria par.

Sinal real impar
Caso x(t) tenha simetria impar (z(t) = z,(t)), a equagdo (23) reduz-se a

X[k] = —]T / Zo(t) sin(2wk fot) dt, (27)
verificando-se que o espectro é imaginario puro. Por outro lado, X[k] = —X[—k]:
X[-k] = —]—/ )sin(2w(—k) fot) dt = j—/ Zo(t) sin(2mk fot) dt, (28)

concluindo-se também que o espectro apresenta simetria impar.
Conclui-se assim que a componente par do sinal no tempo é representada na parte real do espectro e a
componente impar corresponde a parte imaginaria do espectro. A figura 6 ilustra esta correspondéncia.

Tempo (sinal real) Freguéncia (sinal complexo)
\] v
x()=x,(t) + X (t) X[fI=Re[X[f]] + Im[X[f]]

t t

Figura 6: Relacdo entre a simetria no tempo e a simetria na frequéncia.

4 Exemplos de calculo

Nesta seccdo apresentam-se alguns exemplos de cdlculo da decomposicao de sinais na série de Fourier. Usam-se
as propriedades e as simetrias apresentadas.

3
4

cos(a) = cos(—a)
sin(a) = —sin(—a)

11



4.1 Soma de nuimero finito de sinuséides

A titulo de exemplo, apresenta-se a decomposicido de vérios sinais peridédicos na série de Fourier, através da
utilizacao das férmulas de Euler, para seno e co-seno.

x(t) = 4 cos(2w100t) + 2 cos(2w200t)
_4 <exp(j27r100t) + exp(—727100¢) > (exp 72m200t) + exp(— j27r200t)>

2 2
=_2 exp(j27100t) + 2 exp(—j27x100t) + 1 exp(j27200t) + 1 exp(—;2m200t) (29)
X1 X[—1] X[2] X[=2]

y(t) = 1 + 2sin(2745t) = 1 + 2 <eXp(j 2md5t) — exp(=J 2”45”)
2j

=_1 —jexp(j2rd5t) + j exp(—j2mwd5t) (30)
N~ —~~

Y[0] y1] Y[-1]

z(t) = 3 cos(2w10t) + sin(2710¢)

_ <3exp(j27r10t) + exp(—j27r10t)> N (exp(j27r10t) - exp(—j27r10t)>
B 2 2j

3 3 1 1
=3 exp(j2710t) + 2 exp(—j2w10t) + % exp(j2m10t) — % exp(—72w10¢t)

1 1
= <g - ]§> exp(j2710t) + <g +j§> exp(—j2w10t) (31)
—— ——
Z[1] Z[-1]

O sinal x(t) tem simetria par, (ou seja, o sinal coincide com a sua componente par) pelo que o seu espectro
é real e par. Os sinais y(t) e z(t) tém componentes par e impar, tais que
y(t) =_1 +2sin(2745%) z(t) = 3 cos(2m10t) + sin(2710t) .
~ — N ~~ ~ ~~ d
Ye (t) Yo (t) ze(t) 2o (t)

Os espectros Y[f] e Z[f] possuem simetria complexa conjugada.

4.2 Onda quadrada: soma de nimero infinito de sinusdides

Considere a onda quadrada de simetria par (trem de pulsos rectangulares) apresentada na figura 7. Dado que

AX0
A
>
-T, 0 Ty t
A

Figura 7: Onda quadrada de simetria par.

a onda quadrada é constituida pela soma de nimero infinito de sinuséides, os seus coeficientes espectrais sao
dados por

X[k] = projexp(j27rkfot)x(t) =< 'T(t)a exp(jQkaOt) >

1

= —/ t) exp(—j27k fot) dt = T x(t) exp(—j2rwk fot) dt

wN
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Ts

= %/T Aexp(—j2rkf,t) dt = %m(exp(—jQkaoTs) —exp(j2rkf,T's))
_A 1 exp(—j2rkf,Ts) — exp(j2rk f,Ts)

- Trkf, —j2

A1 _ A2T sin(2nkf,T's)

= T okl sin(2rk f,T's) = T 2k [T

2, . 2T, 27,
= ATSIDC 2kf,Ts) = A T sinc (k T > , (32)

em que A é a amplitude maxima e 2% é o duty cycle da onda. Verifica-se que X [k] é um sinal real com simetria

par®: X[k] = X[—k]. A equagao de sintese da série de Fourier, usando a expressio dos coeficientes espectrais,
obtida na equacao (32) fica

> > 2T, 2T,
z(t) = E xz[k] exp(j2rk fot) = E A T sinc (kT> exp(j27k fot)
k=—oc0 k=—o00
2T = . 27, .
=A T k:%oo sinc (kT> exp(j2rk fot). (33)

Considerando A=2 e o duty cycle

2% = 0.5 obtém-se os coeficientes espectrais através da expressao

X[k] =2 x 0.5 x sinc(k 0.5) = sinc (g)

e apresentados na figura 8. Na parte de cima da figura mostram-se os coeficientes e na parte de baixo exibe-se

o correspondente sinal no tempo. Note-se que, nestas condigdes o valor médio da onda quadrada é X[0] =
AZesine(0) =2x 0.5x 1=1.

X[k] Amplitude=2.0 Duty Cycle= 50%

i~
B3
Q
IS
QL
L
©
o
O
-0.5 i i i i i i
-15 -10 -5 0 5 10 15
indice k
x(t) Amplitude=2.0 Duty Cycle= 50% fO:lOO Hz
3

()

©

2

=

S

<

_1 1 1 1 1 1 1
-0.02 -0.015 -0.01 -0.005 0 0.005 0.01 0.015 0.02
Tempo

Figura 8: Onda quadrada de simetria par: coeficientes X[k] e sinal x(t), com amplitude 2 e duty cyle 50%.

Considerando o duty cycle % = 0.25, os coeficientes espectrais alteram-se para
2T, 2T, 1
X[kl =A Ts sinc <k Ts> =2 x 0.25 x sinc(k 0.25) = §sinc (g) ,

obtendo-se a figura 9.

5A funcéo sinc é real e par.
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X[k] Amplitude=2.0 Duty Cycle= 25%

0.4r

0.2

&6 & A) A) A) A} & ®d 0
_02 1 1 1 1 1 J
-15 -10 -5 0 5 10 15

indice k
X(t) Amplitude=2.0 Duty Cycle= 25% f0:100 Hz

Coeficiente x[k]

Amplitude

_1 1
-0.02 -0.015 -0.01 -0.005 0 0.005 0.01 0.015 0.02
Tempo

Figura 9: Onda quadrada de simetria par: coeficientes X[k] e sinal x(t), com amplitude 2 e duty cyle 25%.

4.2.1 Sintese da onda quadrada
Efectuando a sintese da onda quadrada utilizando a expressao

L

2T 2T,
z(t) = A Ts Z sinc (k%) exp(j2mk f,t),
k=—L
com A = 2, 21Tf =0.5e L € {3,5,9,19}, obtém-se os sinais apresentados na figura 10. Em cada patamar

da onda existem L pontos de inflexdo (minimos/méximos). Esta caracteristica é designada como fenémeno de
Gibbs [4].
4.2.2 Onda quadrada: simetria impar

Considerando agora a onda quadrada com simetria impar (figura 11), pelas propriedades enunciadas na tabela 4,

verifica-se que este sinal tem espectro imagindrio e impar. Os coeficientes espectrais X [k] sdo calculados através
de

X[k] = projexp(j27rkfot)x(t) =< 'T(t)a exp(j27rkf0t) >

=

T, L
/ 2(t) exp(—j2mkfot) dt = — / ©2(t) exp(—j2rk o) di
0 T, =Io

0 To
1 2
/ —exp(—j2rkfot) dt + — / exp(—j2nkfot) dt
- To Jo

ok, <exp(—j27rkf00) —exp (—j27rkfo <_§0>>>

n Tﬁ (exp (—j27rkfo (%)) _ exp(—jZﬂ'kfoO))
- #(1 — exp(jrk)) — (exp(—jmk) — 1)

= S= 3

j2rk j2rk
1 . .
= W(l — exp(jrk) — exp(—jrk) + 1)
1

= W(Q — (exp(jk) + exp(—j7k)))
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x(t) L=3 X(t) L=5

0.02

25 : 25
a |
15+ E
(] [}
o =]
2 2
5 1r 1 3
£ £
< <
0.5- E
ok i
05 i i i i i i i 05 i i ‘ ‘ ‘ ‘ ‘
-0.02 -0.015 -0.01 -0.005 O 0005 001 0015 002 -002 -0.015 -0.01 -0.005 O 0005 001 0015 002
Tempo Tempo
() L=9 () L=19
25 : 25 :
i bt Iy
i e M [
(] [}
o =]
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< <
05 i i i i i i i 05 i i ‘ ‘ ‘ ‘ ‘
-0.02 -0.015 -0.01 -0.005 O 0005 001 0015 002 -0.02 -0.015 -0.01 -0.005 O 0005 001 0.015
Tempo Tempo

Figura 10: Onda quadrada de simetria par, com amplitude 2, duty cyle 50% e L € {3,5,9,19} harménicas.

A )

v

-3T /2
o

T T2 0 T2 T T2t

Verifica-se que

Por consequéncia

Figura 11: Onda quadrada de simetria fmpar.

(2~ 2cos(nk)) = L=eosTh).

j2rk jrk

1=1 =0 k par
wk ’
X[k] = {7(71) = -2 L {mpar
jrk jrk? p

(35)

No caso de k=0, resulta a indeterminacio Y. Apés levantamento da indeterminacéo conclui-se que X [0] = 0, ou

0

seja, a onda quadrada tem valor médio nulo. Observando as equagdes (34) e (35), verifica-se que o espectro é

imagindrio puro, com simetria {mpar, tal como esperado. Por exemplo, X[1] = ]%r = j% e X[-1]=

15

2

—i2
j7r_']7r'



4.3 Tabelas de pares tipicos e propriedades

A tabela 5 apresenta alguns pares tipicos da série de Fourier [1]. Note-se as ondas quadradas para as quais
foram calculados os coeficientes, nas equacoes (32) e (35). A tabela 6 apresenta algumas propriedades da série

Sinal Tempo: x(t), periédico em T, Frequéncia: X[k]
A .
N sexp(jo), k=1
Sinuséide Acos(2m fot + { 2 ;
(rfot +9) g exp(=j¢), k=1
Onda quadrada par ATl (%) , |t < T AZLesine (k?;)
) 1, o<t<ZLl 0, k par
Onda quadrada impar { 1 _% <t<0 { j%k, k fmpar
Onda triangular (par) 1— 44 t] < Lo 0 2 b par
T, 2 (Z)", kimpar
1 k=0
Onda dente de serra Tio, 0<t<T, { zfik, k0

Tabela 5: Alguns pares tipicos da série de Fourier.

de Fourier [1].

Propriedade | Tempo: x(t) | Frequéncia: X[k]..X[f]
Linearidade azr(t) +b { aXTH, k40
Time-shift x(t — b) X[k]exp(—j2nkf,b)
Time-scale z(at) X[g]

Tabela 6: Algumas propriedades da série de Fourier.

4.3.1 Exemplos de calculo

Exemplo 1
A titulo de exemplo de utilizacéo e conjugacdo das duas tabelas, considere-se o sinal cujo espectro é

6 k=0
Zk| = ;

Verifica-se que o sinal Z[k] pode ser obtido & custa do espectro da onda dente de serra, designado por X[k],
efectuando as operagoes

[ 2X[k]+5, k=0
Z[k] —{ OXk],  k#0.

Por consequéncia tem-se z(t) = 2z(t) + 5 em que x(t) representa a onda dente de serra apresentada na tabela.
Aplicando a equagdo de sintese, utilizando os coeficientes da tabela e os coeficientes Z[k] obtém-se os sinais

apresentados na figura 12, respectivamente. Para o desenho destes graficos, atribui-se f, = 100 Hz e utilizam-se
1500 harmoénicas na sintese dos sinais.

Exemplo 2

Pretende-se calcular o espectro do sinal periédico w(t) apresentado na figura 13. Analisando o sinal verifica-se
que é uma onda triangular de simetria par e periodo fundamental T, = i. Nestas condicoes, através da tabela 5
tem-se a expressao

4t T,

H=1— - || <=2

w(t)=1- 3 1< 5

4| i

—1- = <L
17

n 2

1

=1-16], |1l < 3, (36)
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X(t) z(t)=2x(t)+5
1.2 T 7.5 T T T
1r y i
0.81 1
6.5F
g osf 18
2 2
S s 6
1S IS
< 04} 1 <
55
0.2¢ 1
of - di

_02 1 1 ! 45 1 1 1
-0.02 -0.01 0 0.01 0.02 -0.02 -0.01 0 0.01 0.02
Tempo Tempo

Figura 12: Ondas dente de serra: versdo da tabela (z(t)) e z(t) = 2x(t) + 5.

Aw(t)
2

-5/8 -3/8 -8 0 18 3/8 58  t

Figura 13: Onda triangular w(t).

que corresponde ao sinal z(t) da figura 14. Através da comparacdo das figuras 13 e 14, verifica-se que a diferenca

4 X(t)

YANINYANS ANIRVAN
-sy 3 \1/}/ | W 3 &/8

Figura 14: Onda triangular z(t), versdo da tabela, com T, = 1.

entre a onda triangular inicial e a da tabela, consiste apenas no valor médio: w(t) = z(t) + 1. Por este motivo,
o espectro destes dois sinais difere apenas na frequéncia zero (para k=0). Chega-se assim a conclusio que o
espectro de w(t) (com valor médio 1), é dado por

0, k par excepto 0
(%)2 , k impar.

A regra geral da utilizagdo conjunta destas tabelas consiste em:
1. exprimir o sinal em andlise, em funcdo de um ou mais sinais que constam da tabela de pares tipicos;

2. aplicar as propriedades da série, e obter o sinal desejado (no tempo ou na frequéncia).

17



4.4 Relagao com a transformada de Fourier

Nesta seccao relaciona-se a série de Fourier com a transformada de Fourier, comparando as equacoes de andlise
e de sintese, na tabela 7. Da andlise da tabela 7, verifica-se que sinais periddicos possuem espectro discreto

Tipo de sinal Tempo: x(t) Frequéncia: X[k]...X[f]...X(f)
B3 To
Sinal periédico (Série) x(t) = Z X[k]lexp(j2nkfot) | X[k] = Ti/ z(t) exp(—j27k fot) dit
k=—o00 o Jo

Sinal nao periddico (Transformada) | z(t) = /jo X (f)exp(j2n ft) df X(f) = /00 z(t) exp(—j2m ft) dt

— 0

Tabela 7: Comparacio entre as equacoes de andlise e de sintese da transformada e da série de Fourier.

enquanto que sinais nao periédicos tém espectro continuo.

5 Exercicios propostos

Nesta seccao propdem-se exercicios relativos & série de Fourier.

1. Seja x(t) = 5 + cos(2710t + 7 ) sinal periédico.
a) Considere y(t) = —12 + 2z(4¢). Esboce o espectro Y (f) e apresente a sua expressio analitica.

b) Decomponha z(t) nas suas componentes par e impar, z.(t) e z,(t), respectivamente; indique as poténcias
de z.(t) e z,(t).
Sugestdo: caso necessario, tenha em conta que cos(a + b) = cos(a) cos(b) — sin(a) sin(b).

2. Seja a(t) um sinal periédico com a seguinte expressao: a(t) = 2+ sin(2w3t) — 2 cos? (275t). Seja b(t) = a(2t).
a) Calcule a poténcia, a energia, o valor médio e a frequéncia fundamental de b(t);

b) Esboce a fungéo densidade espectral de poténcia, da componente par de b(t).

3. Sejam z(t) = A+A cos(w,t+¢1) e y(t) = B sin(3w,t) dois sinais periddicos. Considere o sinal z(t) = 2z (t) + y(t).
a) Em que condicoes z(t) e y(t) tém a mesma poténcia?
b) Exprima z(t) na série de Fourier e esboce o médulo e fase do seu espectro; qual o periodo deste sinal?

c) Calcule o produto interno < z, z >;

4. Considere o sinal periédico, a(t), apresentado na figura abaixo.

alt)
2

a) Indique o valor médio, a poténcia, o duty cycle e a largura de banda.

b) Calcule a percentagem de poténcia contida na frequéncia fundamental.
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5. Seja y(t) o sinal periédico apresentado na figura abaixo.

Aoy

-4 -2 0 2 4 6 t

— -1 L

a) Exprima o sinal na série de Fourier e esboce o seu espectro;

b) Indique o valor médio, a poténcia, a frequéncia fundamental e a largura de banda do sinal.

6 Links interessantes

A lista seguinte contém enderecos de paginas WEB que abordam a série de Fourier:
e http://www.jhu.edu/"signals/fourier2/index.html
e http://www.jhu.edu/"signals/listen-new/listen-newindex.htm
e http://www.jhu.edu/"signals/index.html
e http://www.falstad.com/fourier/
e http://mathworld.wolfram.com/FourierSeries.html
e http://www.sosmath.com/fourier/fourierl/fourierl.html
e http://mathforum.org/key/nucalc/fourier.html
e http://www.efunda.com/math/fourier_series/fourier_series.cfm
e http://www.phy.ntnu.edu.tw/java/sound/sound.html

e http://www-history.mcs.st-and.ac.uk/history/Mathematicians/Fourier.html
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