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1 Introducao

Este documento apresenta os codigos de bloco linear ciclicos. Na seccao 2 reveem-se carac-
teristicas dos codigos lineares de bloco, o seu tratamento matricial para a codificacao e para
a descodificacao. A seccao 3 introduz os cédigos lineares de bloco ciclicos, como sub-classe
dos codigos lineares de bloco. Analisam-se as palavras de cddigo como polinémios. Definem-se
cédigos através do respectivo polinémio gerador. Apresentam-se codigos ciclicos na forma sis-
tematica e nao sistematica. Exemplifica-se a realizacao de codificadores e descodificadores em
hardware. Elencam-se aplicagoes e calculos em MATLAB.

2 (Cbdigos lineares de bloco

Os cddigos utilizados na codificacao de canal, designam-se de bloco [1, 4, 5, 6], quando a mensa-
gem e a palavra de cddigo consistem em vectores (blocos) de bits. Seja m = [mg my ... my_1]
o vector mensagem com k bits e ¢ = [¢y ¢1 ... ¢,—1] a palavra de cédigo com n (> k) bits.
Estes cddigos designam-se habitualmente por (n k), sendo k£ a dimensao do vector mensagem e
n a dimensao da palavra de cédigo.

Existem 2¥ mensagens e palavras de cédigo diferentes. Cada mensagem corresponde a uma
palavra de codigo. O codificador de canal consiste numa funcao que realiza o mapeamento
entre a mensagem e a respectiva palavra de cédigo:

Cod : {0,1}* — {0,1}".

O codificador calcula
qg=n— k:

bits redundantes em fungao dos bits da mensagem. O cédigo é também linear [1, 4, 5, 6] se
respeitar as condicoes:

e o vector nulo é palavra do c¢édigo ¢ =1[000...0];
e a soma modular de duas palavras do cédigo é ainda uma palavra do cédigo.

Obtém-se assim os cédigos lineares de bloco. Os cédigos lineares sao um sub-conjunto de
todos os codigos, apresentando as vantagens de requererem pouca memoria e os codificadores
e descodificadores sao constituidos por operagoes simples [6].

A codificacao é realizada através do produto do vector mensagem m de dimensoes 1 X k
pela matriz geradora G de dimensoes k x n, obtendo-se a palavra de codigo

c = mG,

de dimensoes 1 x n. As linhas da matriz G sao palavras de c6digo, linearmente independentes,
ou seja, nenhuma linha de G pode ser obtida por combinacao linear das outras linhas. A matriz
G gera 2% vectores de um total possivel de 2", gerando o sub-espaco vectorial de dimensao k.
As palavras do c6digo sao elementos desse sub-espago vectorial [5, 6].

A descodificacao é realizada de forma matricial. A palavra recebida, com dimensoes 1 x n,
¢ multiplicada pela matriz de teste de paridade transposta, de dimensoes n X ¢, obtendo-se o

sindroma
s = cHT,

o qual é um vector de dimensoes 1 x ¢q. Para efectuar deteccao de erros, verifica-se se o sindroma
obtido é nulo. Caso seja nulo, nao existem erros detectados na palavra recebida; caso contrario



existem erros detectados. Para efectuar correccao, utiliza-se o padrao de erro associado a cada
sindroma, somando esse padrao de erro a palavra recebida. Estima-se assim a palavra de cédigo
transmitida e a respectiva mensagem a partir dessa palavra [1, 4, 5, 6].

As matrizes HT e G sao ortogonais, o que implica que as linhas de G (dimensdes k xn) e H
(dimensdes ¢ X n) geram sub-espagos vectoriais ortogonais, de dimensao k e ¢, respectivamente.
O espaco vectorial de dimensao n é assim decomposto em dois sub-espacos de dimensoes k e g,
(n=q+ k) [6].

3 C(Cdbdigos lineares de bloco ciclicos

Os cédigos lineares de bloco ciclicos constituem uma sub-classe dos cédigos lineares de bloco!.
Para além de possuirem as caracteristicas enunciadas acima para os codigos lineares de bloco,
verificam ainda a propriedade de que uma rotacao ciclica de qualquer ordem sobre qualquer
palavra do cédigo produz outra palavra do cédigo. Por exemplo, aplicando a rotacao ciclica de
ordem 1 para a esquerda sobre a palavra

Cc= [Cnfl Cpn—2 Cp—3 ... CO]:

obtem-se
!
Cc = [Cn_g Cphp—3... Cp Cn—l]-

Aplicando mais outra rotacao para a esquerda, a palavra de cédigo fica

C” = [Cn_g ... Cy Cp—1 Cn_g].

3.1 Palavras de cédigo como polinémios

O estudo dos cédigos ciclicos é facilitado, caso as palavras de codigo sejam analisadas como
polinémios. Seja a palavra de cédigo

C = [Cn—l Cp—9 ... C1 Co].
Esta palavra escrita na forma polinomial é dada por
(X)) = cpr X" o X2 4 4 X + (1)

com ¢; € {0,1}. Consideram-se as seguintes operacoes sobre polinémios: multiplicagao por X
e X*  adigao de polinémios e rotagao. Sejam ¢(X) e d(X) dois polinémios correspondentes a
palavras de cédigo.

e Multiplicagao - sobre o polinémio ¢(X), definido na equagao (1) a multiplicagao por X

resulta em
(X)X =cp 1 X"+ cp o X" T+ e X+ X,

e a multiplicacao por X* vale

c(X)XF =, ( X"F pe, o X"HR 4 XU g X

1Um cédigo ciclico ndo é necessariamente linear. No entanto, caso ndo seja linear, a sua estrutura é menos
interessante do ponto de vista prético [6].



e Adicao - a adigao de dois polindémios ¢(X) e d(X), do mesmo grau, em aritmética de
mébdulo 2, resulta em

(X)) +d(X) = (camt + dp1) X"+ (€ + dneo) X" 72+ 4 (€1 + di) X + (co + do).
Caso ¢(X) = d(X), a soma d4d o polinémio (vector) nulo.
¢ Rotacao - a rotacao ciclica para a esquerda do polinémio ¢(X) é dada por
(X)) =cp o X" T+ X+ X + ey
A rotacao é obtida, analiticamente pela operacao
(X)) =c(X)X + ¢ (X" + 1),
a qual consiste na multiplicacao do polinémio por X, para deslocar uma posicao para a esquerda
(X)X =cp 1 X"+ cp o X" 1 e X2+ X,

e em seguida, para anular o termo ¢, 1 X" e obter ¢, 1, é necessario somar estes dois termos a
expressao anterior, obtendo-se

(X)X +ep 1 X" +epq= \Cnle" + cn,lXi—l—cn,gX”*l +.o o+ XP 4+ X+

0
Verifica-se finalmente que

AX)=e(X)X +¢, (X" +1)
= o X" X+ o X+ ey (2)

3.2 Polinémio gerador

As palavras de um cédigo ciclico (n,k) sao obtidas a partir do seu polinémio gerador g(X), de
coeficientes bindrios. Cada palavra de cédigo ¢;(X) é escrita na forma

¢i(X) = fi(X)g(X), (3)

em que f;(X) é outro polinémio de grau k£ — 1, tinico para cada palavra do cédigo. Contudo,
nao é forgoso que f;(X) seja o polinémio mensagem, ou seja, os bits de mensagem na forma
polinomial. Para g(X) ser polinémio gerador de um cédigo de bloco ciclico (n k), com ¢ = n—k
bits redundantes, deve ter as seguintes propriedades [4, 6]:

1. grau ¢;
2. ser factor de X" + 1 (ou de X™ — 1, em aritmética de médulo 2).

A primeira condicao implica que o polinémio seja da forma g(X) = X?+.... A segunda indica
que o resto da divisao de X" 4 1 por g(X) deve ser zero:

(551




em que rem representa o resto da divisao dos dois polindmios. A equagao (4) pode ainda ser
expressa de forma equivalente?

X" +1 0 _—
O MOty (B X1 = g(0KX). (5)

Esta condigao implica que o termo de grau zero de g(X) vale 1, concluindo-se que o polinémio
gerador é da forma ¢g(X) = X7+ ... + 1. O polinémio h(X), apresentado na equacao (5),
designa-se por polinémio de teste de paridade.

3.2.1 Relacao com a matriz geradora

As palavras dos cddigos de bloco lineares sao obtidas a partir da combinacao linear das linhas
da matriz geradora G. As palavras dos cddigos de bloco lineares ciclicos, sao estabelecidas a
partir do polindmio gerador do cédigo. Por outro lado, um cédigo ciclico, dado que ¢ linear,
também possui matriz geradora. Esta pode ser obtida a partir do polinémio gerador, efectuando
sucessivas rotacoes sobre este.

O polinémio g(X), descreve o cidigo estabelecendo-se a matriz geradora a partir deste
polinémio. A partir do polinémio de teste de paridade h(X), obtem-se a matriz de teste de
paridade H, tal que GHT = 0.

3.3 Cadigos ciclicos sistematicos

A semelhanca dos cédigos lineares de bloco, os codigos ciclicos também se apresentam na forma
sistematica ou nao sistematica. A condicao de codigo sistematico em que as palavras de cédigo
estao organizadas em blocos de mensagem e de bits de paridade, assumindo por exemplo, a
forma ¢ = [mg my ... my_y by by ... b,_1], na forma polinomial é

¢i(X) =mi(X) X7+ b(X), (6)

em que b(X) é o polinémio que representa os bits de paridade. A multiplicagao por X? desloca os
bits de mensagem, para a esquerda em ¢ posigoes. As equacoes (3) e (6), definem as condigoes
de ciclico e ciclico e sistematico, respectivamente. Desta forma, para o cédigo ser ciclico e
sistematico deve verificar simultaneamente as duas condicoes

ci(X) = fi(X)g(X) = mi(X) X + b(X), (7)

para todas as palavras de cédigo ¢;(X). A seguir, determina-se a expressao de b(X) (bits de
paridade); dividindo ambos os termos de (7) por g(X) obtém-se

fi(X)g(X)  mi(X)X7+b(X)

g(xX) 9(X)
ey mi(X)XOB(X)
(=) £X) = T+ T (®)

Em aritmética de médulo 2, a equagao (8) assume a forma

9(X)

2Tendo em conta a divisdo de polinémios: g(zg =q(z) + %




Verifica-se entao que, em aritmética modulo 2

sendo normalmente designado por CRC (Cyclic Redundancy Check) [4, 6]. A palavra de cédigo
linear de bloco ciclico e sistematico é entao expressa na forma

¢i(X) =m(X) X9+ b(X) = m(X)X?+ rem <M> (11)

9(X)

O CRC consiste no resto da divisao da mensagem deslocada de ¢ bits para a esquerda pelo

polinémio gerador. Tendo em conta a equacao (11), podemos assim sumarizar a obten¢ao do
CRC:

1. multiplicar o polinémio mensagem m;(X) por X?, obtendo m;(X)X?,
2. dividir m;(X)X? pelo polinémio gerador g(X) e obter b(X);

3. somar b(X) a m;(X)X9 obtendo ¢;(X).

3.3.1 Exemplos de polinémios geradores e respectivos cédigos

O polinémio ¢g(X) = X + 1 gera um cédigo ciclico (3,2). A figura 1 mostra a divisao ))((3:11’

a qual tem resto zero. A tabela 1 apresenta as palavras de cddigo. Verifica-se que se trata

Op=r
Ol = f—O
O = = ()
— |
o

p—

Ol

Figura 1: Divisao de polindmios; polinémio gerador do cddigo (3,2).

do cbdigo de bloco (3,2) de bit de paridade par. Para este c6digo, podemos estabelecer, entre

| Palavras do cédigo (3,2) |
000
011
110
101

Tabela 1: Palavras de cédigo do cédigo ciclico (3,2).

outras, as matrizes geradoras

01 1 01 1 110
G_lll(]]’ G_[loll ¢ G_l101]' (12)



A partir da divisao apresentada na figura 1, concluimos que o polinémio X2 + X + 1 também
é factor de X? +1 e como tal gera um cédigo ciclico (3,1), cujas palavras sdo [0 0 0] e [1 1 1].
Este é o c6digo de repeticao (3,1).

X341
X+1

=X*+X+1 (=) XP+1=(X+1D)X*+X+1).
O polinémio g(X) = X3+ X +1 gera um cédigo ciclico. A figura 2 ilustra a divisao Xg(-:;—(}i—l
Verifica-se que a divisdo apresenta resto nulo e como tal garante-se que g(X) gera um cédigo

10000001 [1011

1011 10111

001100
1011

01110
1011

01011
1011

0000
Figura 2: Divisao de polindmios; polinémio gerador do cddigo (7,4).

ciclico (7,4). A partir do polinémio gerador, podemos estabelecer a matriz geradora do cédigo

: (13)

co o
co RO
= R o R
[ RSy —
o, R, O
- O O
—_ o oo

na forma nao sistematica, efectuando sucessivas rotacoes sobre este, obtendo palavras de cédigo
linearmente independentes. Para obter a matriz geradora na forma sistematica e dado que o
codigo é linear efectuam-se adicoes de palavras de cédigo, obtendo a forma desejada para a
matriz, garantindo que as palavras sao linearmente independentes. A matriz

1000101
0100111

Gist = 00101101} (14)
0001011

define a forma sistematica do cédigo. A primeira linha de Gyt € obtida pela soma da 12, 32 e
4? linhas de G, enquanto que a segunda linha consiste na soma da 2* e 4? linhas G.
Pela andlise da figura 2, verifica-se que

X7"+1

m:X4+X2+X+1 (=) X' +1=X*+X+DX*"+ X2+ X +1),

ou seja, o polinémio X* + X? + X + 1 gera um cédigo ciclico (7,3).

3.3.2 Factorizagao de X" +1

O polinémio gerador de um c6digo (n,k) é factor de X™ +1 e como tal a factorizagao de X" +1
em polinémios de coeficientes binarios assume especial importancia, para diferentes valores de
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X" +1 | Produto de polinémios |
X411 XM+ 1=(X+ )X+ X+ ...+ X +1)
X941 [ X9+1=(X+1D)(X2+ X+ 1)(X + X3 +1)
X'4+1 [ XT+1=( (X3 + X2+ D) (XP+ X +1)
X54+1 [ X°+1=( (X*+ X+ X2+ X +1)

X34+1 [ X2+ 1=( (X2+X+1)

X+1)
X+1)
X+1)

Tabela 2: Factorizacao de X™ + 1 em polinémios de coeficientes bindrios.

n. A tabela 2 apresenta exemplos dessa factorizacao. Através da consulta da tabela obtém-se
polinémios geradores de diferentes graus. Por exemplo, os polinémios X34+ X?+1e X34+ X +1
geram cédigos com ¢ = 3 bits redundantes. Dado que sio factor de X7+ 1 ambos geram cédigos
(7,7—3) = (7,4). O polinémio (X + 1) também gera um cédigo ciclico com 1 bit redundante -
codigo (7,6), por exemplo. A factorizacao assegura que o polindmio gera um cddigo ciclico; no
entanto, nao assegura que este seja um bom codigo ciclico, no que diz respeito a sua distancia
minima.

3.3.3 Polinémios geradores standard

A tabela 3 apresenta polindmios geradores standard [6]. O numero de bits redundantes do

| Cédigo CRC | Polinémio gerador |
CRC4 code gX)=X"+ X3+ X+ X +1

CRCT code g(X)=X"T+ X+ X*+1

CRC12 code gX)=X24+ X"+ X3+ X2+ X +1
CRC16 code g(X) =X+ XV 4+ X2 +1
(X)
(X)

CRC-CCITT? code | g = X0+ X2 X541
CRC32 code g(X)=X?2 4+ X264 X2 4 X2 X164 X124 XM 4
+ X0 XA X"+ X+ X'+ X2+ X +1

Tabela 3: Alguns polinémios geradores standard.

codigo corresponde ao grau do polinémio.

3.3.4 Coddigos de Hamming ciclicos e nao ciclicos

Os cédigos de Hamming? [1, 2, 3, 4] podem assumir a forma ciclica, escolhendo as equagoes de
paridade de forma criteriosa. Os codigos de Hamming sao definidos por um parametro inteiro r
(>2) tal que: (n, k) =(2"—1,2"—1—r); com r = 3 tem-se k=4 e n=7. O cddigo de Hamming
(7,4) com as equagoes de paridade

by = mq B mo B ms3,
b1 :m()@ml@mg,
by = mo ® my & ma, (15)

‘Richard W. Hamming (1915-1998) http://www-gap.dcs.st-and.ac.uk/ history/Mathematicians/
Hamming.html



definido pela matriz geradora

1000 011
0100 110
G=[mo mi m my ]l g g g (16)
0001 111

¢ nao ciclico. Por exemplo, a rotacao para a direita, da segunda linha de G, nao produz a
terceira linha de G. Os cdodigos de Hamming podem assumir forma ciclica. O polinémio

g X) =X’ +X+1

de grau q=3 gera um c6digo de Hamming (7,4) ciclico. Na figura 2 e na tabela 2 verifica-se
que este polindmio ¢ factor de X7+ 1. A matriz geradora na forma sistemética, obtida a partir
deste polinémio, apresentada na equacao (14) gera um codigo de Hamming (7,4) ciclico. A
tabela 4 apresenta todas as palavras de cédigo.

| Palavra de Cédigo | Peso de Hamming |

0000000 0
0001011
0010110
0011101
0100111
0101100
0110001
0111010
1000101
1001110
1010011
1011000
1100010
1101001
1110100
1111111

N R W W ] | W W W e W Ww

Tabela 4: Palavras de cédigo e respectivo peso de Hamming para o c6digo Hamming (7,4)
ciclico sistemédtico, gerado por g(X) = X + X + 1.

O polinémio g(X) = X3 + X? + 1 também gera um cédigo ciclico de Hamming (7,4) [6].
Procedendo de forma idéntica a anterior, obtém-se todas as palavras de codigo, as quais se
apresentam na tabela 5.

3.4 Capacidades de deteccao e correccao

Dado que o cédigo ciclico é um cddigo linear de bloco, as capacidades de detecgao e correccao
de erros dos codigos, em funcao da distancia minima, mantém-se relativamente aos codigos
lineares de bloco. No entanto, dada a sua estrutura, os codigos ciclicos sao adequados para
a deteccao de erros, nomeadamente de burst de erros, na situacao em que n > 1. Um burst
de comprimento B, numa palavra de n bits, é uma sequéncia contigua de B bits, na qual o
primeiro e o tltimo bit sdo recebidos em erro. Os c6digos ciclicos (n,k) detectam [4]:
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Palavra de Cédigo | Peso de Hamming

0000000 0
0001101
0010111
0011010
0100011
0101110
0110100
0111001
1000110
1001011
1010001
1011100
1100101
1101000
1110010
1111111

SN | W e W | W W W W W

Tabela 5: Palavras de cdédigo e respectivo peso de Hamming para o cédigo Hamming (7.4)
ciclico sistemdtico, gerado por g(X) = X3 + X2 + 1.

todos os burst de comprimento igual ou inferior a n — k;

(n—k—1)

uma fraccao dos burst de comprimento n — k + 1; esta fraccao é 1 — 2~

3

(n—k).

I

uma fraccao dos burst de comprimento maior que n — k + 1; esta fraccao é 1 — 2~

todas as combinacoes de dp,;; — 1 ou menos erros;

todos os padroes de erro com ntimero impar de erros, se o polindmio gerador possuir um
nimero par de coeficientes nao nulos.

Por exemplo, considerando o polinémio CRC7 code g(X) = X7 + X® + X* + 1, apresentado
na tabela 3, verifica-se que este detecta:

e todos os burst de comprimento igual ou inferior a 7;
e 1 —2 ("1 =9844 % dos burst de comprimento 8;
e 1 —-277=099.22 % dos burst de comprimento maior que 8;

e todos os padroes de erro com nimero impar de erros.

3.5 Codificacao e descodificacao - realizacao em hardware

Uma vantagem dos c6digos ciclicos em relagao aos codigos de bloco, é a realizagao do codificador
e do descodificador por hardware, utilizando flip-flops, organizados na estrutura shift-register.
Esta realizagao nao necessita de cdlculo matricial para obter o sindroma, sendo eficiente rela-
tivamente a memoria ocupada. E ainda eficiente relativamente ao tempo de execucao.



3.5.1 Codificacao

A figura 3 mostra o codificador do c6digo de Hamming (7,4) ciclico sistematico, cujo polinémio
gerador é g(X) = X® + X + 1. O codificador funciona da seguinte forma:

1. Fechar a gate e colocar o switch na posicao 1;

2. Ler os k bits da mensagem (shift-in);

3. Abrir a gate e colocar o switch na posicao 2;

4. Enviar para a saida o conteiddo do shift register (shift-out).

Note-se que a estrutura do codificador é definida pelo polinémio gerador do cédigo. O codifi-

Gate
Input
A
bz bl < bo
2
Mp“t

Figura 3: Codificador de cédigo ciclico Hamming (7,4) com polinémio gerador g(X) = X3 +
X + 1; realizacao do codificador em hardware.

cador é descrito pelas expressoes booleanas

by = input & b3,
by = by @ b5 @ input,
by = bT: (17)

em que b representa o estado anterior do flip-flop b;. A tabela 6 apresenta a evolucao do
shift-register e os bits na safida quando a mensagem é m(X) = X3+ X2, ou na forma de vector
m = [1 10 0]. A palavra de cddigo obtida é ¢ =[1100 0 1 0], tal como consta da tabela 4.

A tabela 7 apresenta a codificacdo da mensagem m(X) = 1, ou seja, m = [0 0 0 1]. A
palavra de cédigo obtida é ¢ =[000 10 1 1] (ver tabela 4).

3.5.2 Descodificagao

Qualquer de palavra de codigo é escrita na forma
¢i(X) = fi(X)g(X).

Desta forma, todas as palavras de cédigo verificam
(X ))
rem =0,
( 9(X)
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Bit mensagem m; | bz | by | by | Bit na saida |

OO = =

OO OO OO
[en] Nen) Nesl B Nen) Nen) Il Nean

[en) Nen) Ren) Nan) Bl Bl B Ran)
O OO =

Tabela 6: Calculo de palavra de cédigo ciclico Hamming (7,4) com polinémio gerador g(X) =
X3+ X + 1 e mensagem m(X) = X3 + X?; realizacio do codificador em hardware.

‘ Bit mensagem m; ‘ bs ‘ bq ‘ bg ‘ Bit na saida ‘
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Tabela 7: Calculo de palavra de cédigo ciclico Hamming (7,4) com polinémio gerador g(X) =
X3+ X + 1 e mensagem m(X) = 1; realizagao do codificador em hardware.

ou seja, obtém-se resto nulo na divisao da palavra de codigo pelo polinémio gerador. Caso a
palavra recebida tenha erros, entao pode ser escrita na forma

yi(X) = ¢i(X) + e(X),

em que e(X) é o polindmio que representa o padrao de erro. Neste caso, a divisdo da palavra
de cédigo pelo polindmio gerador é dada por

O resto desta divisao fica

00 = (S + o)) o (i)

CZ(X)
T 9(X) )
apenas do padrao de erro e(X). Caso este seja nulo, o sindroma também é nulo.

A descodificacao baseia-se entao na divisao da palavra de cédigo pelo polinémio gerador,
obtendo assim o sindroma correspondente. O descodificador pode entao ser visto como um
calculadora de sindromas. A figura 4 apresenta a calculadora de sindromas para o cédigo cujo

codificador se apresentou na figura 3 (com polinémio gerador g(X) = X® + X + 1). Este

dado que a parcela tem resto nulo; o polinémio s(X) designa-se de sindroma e depende
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descodificador é descrito pelas expressoes booleanas

Sop = input @ s,
51 =55 D S5,
*
S3 = S1, (18)

em que s; representa o estado anterior do flip-flop designado por s;. O funcionamento do

A4

Input
———— >
$o ’<) S 8,

Figura 4: Célculo de sindroma para o c6digo ciclico Hamming (7,4) com polinémio gerador
g(X) = X? + X + 1; realizacao do descodificador em hardware.

descodificador é o seguinte:

1. Ler os n bits da palavra de cidigo (shift-in), pela mesma ordem com que foram enviados
pelo codificador;

2. O sindroma corresponde ao conteiudo do shift register.

A tabela 8 apresenta a evolugao do shift-register ao longo do processo de descodificacao (célculo
do sindroma) da palavra de c6digo ¢(X) = X®+X°+ X, ou na forma de vectorc =[110001 0],
A dultima linha da tabela contém o sindroma. Dado que a palavra pertence ao c6digo, o sindroma
obtido é nulo. A tabela 9 apresenta o cdlculo do sindroma na situacao em que a palavra de

‘Input‘so‘sl‘sz‘
01010

[en) N Renl Newll el B o
OO~ O~
ololoRRk=loO
ololrRrRr~R OO

Tabela 8: Calculo do sindroma para palavra de cédigo ciclico Hamming (7,4) com polindmio
gerador g(X) = X3+ X + 1; realizacao do descodificador em hardware.

c6digo tem o tltimo bit em erro ¢ =[1 1000 1 1]. O sindroma obtido é s = [sq s1 s9] = [1 0 0].
O célculo do sindroma para a palavra ¢ = [0 0 1 0 0 0 0] é apresentado na tabela 10. Esta
palavra é obtida por troca do terceiro bit sobre o vector nulo®, portanto tem o terceiro bit
errado. O sindroma obtido é s = [sg 51 s9] = [0 1 1].

5Palavra de cédigo, dado que o cédigo é linear.

12



Input ‘ So ‘ S1 ‘ So

01010
1 11010
1 1171710
0 0111
0 1]71]1
0 17071
1 01010
1 1/0|0

Tabela 9: Calculo do sindroma para palavra nao pertencente ao cédigo ciclico Hamming (7.4)
com polinémio gerador g(X) = X2 + X + 1; realizagao do descodificador em hardware.

‘Input‘so‘sl‘sz‘
010

OO OO = OO
o|lr|lo|lo~lolo
| = O OO O
=l el Hen] Nen) Nen) Nan)

Tabela 10: Célculo do sindroma para palavra ndo pertencente ao c6digo ciclico Hamming (7,4)
com polinémio gerador g(X) = X3 + X + 1; realizacao do descodificador em hardware.

A matriz geradora deste cidigo estd apresentada na equacao (14). A matriz de teste de
paridade transposta é

(1 0 1]
1 11
110
H'=|0 11
1 00
010
(00 1|
A tabela 11 apresenta os sindromas e os respectivos padroes de erro, para este cédigo. Note-se
que os sindromas estao apresentados na forma s = [sy s Sg]. Analisando a tabela, verifica-

se que os sindromas obtidos nos calculos apresentados nas tabelas 9 e 10, correspondem aos
padroes de erro introduzidos sobre as mesmas.

3.6 Familias de cddigos ciclicos e aplicagoes

Para além dos polinémios geradores standard apresentados na tabela 3, existem outros que ge-
ram codigos ciclicos com capacidades de deteccao de erros, com interesse pratico. Por exemplo,
o codificador de fonte WinRar® realiza CRC32 com polinédmio de 32 bit. O CRC a 32 bit é

Shttp://home.zcu.cz/ squelch/WinRAR/TechNote.txt
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| Sindromas = [s; s; so] | Padrao de erro (e) |

000 0000000
101 1000000
111 0100000
110 0010000
011 0001000
100 0000100
010 0000010
001 0000001

Tabela 11: Tabela de sindromas e respectivos padrdes de erro, para o cédigo Hamming (7,4).

também utilizado pelo codificador de fonte pkzip e pelo protocolo ZMODEM”.

O polinémio designado por CRC-CCITT na tabela 3 é utilizado no protocolo X.25, en-
quanto que o polinémio CRC32 code ¢ utilizado pelo protocolo Ethernet®.

A familia de c6digos BCH (Bose-Chaudhuri-Hocqunghem) e os cédigos Reed-Solomon (RS)
[4, 6] sdo dos mais utilizados. Os cédigos de Reed-Solomon sao utilizados pelo CD Audio, com
a técnica de interleave e como tal designa-se por CIRC (Cross Interleave Reed-Solomon Code)?®.
O standard de transmissao digital de video DVB (Digital Video Broadcasting) também utiliza
cédigos RS. Em http://www.eccpage.com e http://www.4i2i.com/reed_solomon_codes.
htm encontram-se exemplos de outras aplicacoes.

3.7 Utilizacao do MATLAB - Communications Toolbox

Apresentam-se exemplos de utilizacao do MATLAB, nomeadamente algumas funcionalidades
da Communications Toolbox. Estabelecem-se polinémios geradores para cédigos (n,k) e obtém-
se as matrizes geradoras e de teste de paridade a partir do polinémio gerador.

O trogo de codigo seguinte mostra o calculo de polinémios geradores para cédigos com
dimensoes (n,k) especificados como pardmetro na chamada a fungao cyclpoly. Note-se que
algumas configuragoes de valores de n e k, nao existem polinémios geradores. Para o caso do
c6digo (7,4) existem dois polinémios geradores.

>> n=10; k=4; pol = cyclpoly (n, k, ’all’)
pol =1 1 0 0 0 1 1

>> n=9; k=4; pol = cyclpoly (n, k, ’all’)
No generator polynomial satisfies the given constraints.
pol = []

>> n=8; k=4; pol = cyclpoly (n, k, ’all’)
No generator polynomial satisfies the given constraints.
pol = []

"http://pauillac.inria.fr/~doligez/zmodem/zmodem.txt

8http://www.geocities.com/SiliconValley/Pines/8659/crc.htm

9http://www.cdrinfo.com/Sections/Articles/Specific.asp?ArticleHeadline=Writing+
Quality&index=0
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>> n=7; k=4; pol = cyclpoly (n, k, ’all’)
pol = 1 0 1 1
1 1 0 1

>> n=6; k=4; pol = cyclpoly (n, k, ’all’)
pol =1 1 1

>> n=5; k=4; pol = cyclpoly (n, k, ’all’)
pol =1 1

A funcao cyclgen obtém a matriz geradora e de teste de paridade, especificando a dimensao
das palavras codigo e o polinémio gerador. O vector pol=[1 1 0 1] corresponde ao polinémio
gerador g(X) = X? + X% + 1.

>> n=7; pol=[11 0 1]; [H,G] = cyclgen(n, pol )

H= 1 0 0 1 0 1 1
0 1 0 1 1 1 0
0 0 1 0 1 1 1
G= 1 1 0 1 0 0 0
0 1 1 0 1 0 0
1 1 1 0 0 1 0
1 0 1 0 0 0 1

Utilizando agora o polinémio gerador g(X) = X3+ X + 1 obtém-se outra matriz geradora e de
teste de paridade.

>> n=7; pol=[1 01 1] [H,G] = cyclgen(n, pol )

H= 1 0 0 1 1 1 0
0 1 0 0 1 1 1
0 0 1 1 1 0 1
G= 1 0 1 1 0 0 0
1 1 1 0 1 0 0
1 1 0 0 0 1 0
0 1 1 0 0 0 1
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